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1. Комплексные числа 
Кратко напомним понятие комплексных чисел и действий с ними, которые 

рассматривались ранее. 
1.1. Определение, изображение, формы записи  

К понятию комплексного числа привело стремление решить уравнение 
2 1 0x    и извлечь корень из отрицательного числа. 

Комплексным числом z  называется выражение вида  ,z x i y   где yx,  – 
действительные числа, i  − так называемая мнимая единица,   2 1.i     

Числа yx,  называются соответственно действительной  и мнимой частью 
комплексного числа z  и обозначаются   .Im   ,Re zyzx   

Если 0x , то число 0 i y i y   называется чисто мнимым, если 0y , то 
0x i x    есть действительное число. 

Два комплексных числа считаются равными, если равны  их действительные 
части и равны их мнимые части, т.е. 

1 1 2 2 1 2 1 2,   .x i y x i y x x y y       
Комплексные числа z x i y   и z x i y  , отличающиеся знаком мнимой ча-

сти, называются комплексно-сопряженными. 
Комплексное число z x i y   изображают точкой М плоскости с координатами 
yx,  или ее радиус-вектором OM  (рис. 1). Длина вектора OM назы-

вается модулем комплексного числа z  и обозначается z  или r : 
2 2 .z r OM x y   


 

Угол   между радиус-вектором OM и положительным 
направлением оси ох называют аргументом комплексного числа z . Угол   
определяется неоднозначно, с точностью до слагаемого  2 0, 1, 2,...k k    ; до-
говоримся брать то значение  , которое заключено между   и  , обозначать 
его arg z  и называть главным значением аргумента. 

Наряду с алгебраической формой z x i y   комплексного числа рассмотрим 
еще две формы записи. 

Так как  sin   ,cos ryrx   (рис.1), то комплексное число z x i y   можно 
записать в тригонометрической форме:  cos sinz r i   . Введя функцию  

cos sinie i    , комплексное число можно записать в показательной форме: 
iz r e   . Итак, имеем три формы записи комплексного числа  

  .cos sin iz x i y r i r e         

Пример 1.1. Записать комплексное число 1 3z i    в тригонометрической и 
показательной формах. 
Решение. Чтобы записать z  в тригонометрической форме, найдем его модуль и 
аргумент: 2 2( 1) ( 3) 2z      , а для правильного отыскания аргумента ре-


x0 x

y
y

),( yxM

Рис. 1 
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комендуем изобразить число z  на плоскости (рис. 2). Найдем сначала острый 

угол 1 , дополнительный к углу  : 1
3tg

1
  , 1 3

  . Тогда 

1
2
3
       ; тригонометрическая и показательная формы за-

писи числа  1 3z i     будут следующие: 
2
32 22 cos sin 2 .

3 3
i

z i e


                  
 

1.2. Основные действия c комплексными числами 
Операции сложения, вычитания, умножения комплексных чисел опреде-

ляются следующим естественным образом. 
1). При сложении (вычитании) двух комплексных чисел складываются 

(соответственно вычитаются) их действительные и мнимые части, т.е. 

       1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 .z z x i y x i y x x i y y         .                    (1.1) 

С геометрической точки зрения сложение (вычитание) комплексных чисел рав-
носильно сложению (вычитанию) изображающих их 
векторов (рис.3). Отметим, что расстояние между 
комплексными точками 1z  и 2z  равно 1 2z z . Поэто-
му окружность с центром в точке 0z  радиуса R имеет 
уравнение 0 .z z R    

2). Умножение двух комплексных чисел в алгеб-
раической форме определяется по правилам умножения двучленов с учетом 
равенства 2 1,i    т.е. 

  1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )z z x i y x i y x x y y i x y x y         .                 (1.2) 

При умножении двух комплексных чисел в тригонометрической форме 
их модули умножаются, а аргументы складываются; действительно: 

 

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

(cos sin ) (cos sin )
(cos cos sin sin ) (sin cos cos sin )

cos( ) sin( ) . 

z z r i r i
r r i

r r i

   
       

   

     
      

    
 

Поэтому 
1 2 1 2 1 2 1 2,      arg ( ) arg argz z z z z z z z      .                      (1.3) 

В показательной форме  
1 2 1 2( )

1 2 1 2 1 2
i i iz z r e r e r r e   

    . 

3). Деление комплексных чисел определяется как действие, обратное умно-
жению, т.е. 1

2
,zz z  если  2 1z z z  . Практически при делении двух комплексных 

чисел в алгебраической форме нужно числитель и знаменатель дроби 

Рис. 3 

y

x

1z

2z

21 zz 21 zz 

1

3z

x

y

1

Рис. 2 

0  

0  
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1
2

2
 ( 0)z z

z
  умножить на число, сопряженное знаменателю; тогда делителем 

будет действительное число и 

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 21
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x i y x i y x i y x x y y i y x x yz
z x i y x i y x i y x y

      
  

    
.                 (1.4) 

Например,  
2

2
2 5 (2 5 ) (7 3 ) 14 15 35 6 29 29 1 1
7 3 (7 3 ) (7 3 ) 49 9 2 249 9

i i i i i i i ii i i i
       

    
    

. 

При делении двух комплексных чисел в тригонометрической и показательной 
формах их модули делятся, а аргументы вычитаются, т.е. 

1
1 2

2
, arg arg arg .

z
z z z z

z
   .                               (1.5) 

Действительно, если 1

2
,z zz   то 1 2z z z  . Тогда 1 2z z z  ,  1 2arg arg argz z z  .  

Отсюда  1

2
,

z
z

z
    1 2arg arg arg .z z z   

В показательной форме:        
1

1 11 1 2
22 22

( ).
i

i
i

r e rz e
z rr e


 


    

4). Возведение в степень комплексного числа в алгебраической форме осу-
ществляется по правилам возведения в степень двучлена с учетом того, что 

2 1,i    3 2 ,i i i i       4 2 2 1i i i    и т.д. Например, используя формулу для куба 
разности, получим:    3 3 2 2 3(2 ) 2 3 2 3 2 8 12 6 2 11 .i i i i i i i                

При возведении комплексного числа z  в большую степень удобно ис-
пользовать его тригонометрическую форму  cos sinz r i   . Учитывая, что 
при умножении модули умножаются, а аргументы складываются, получим 
формулу Муавра: 

(cos sin )n n n inz r n i n r e      .                           (1.6) 

Пример 1.2.  Вычислить 6z , если 3 .z i   
Решение. Изобразим комплексное число z на плоскости (рис. 4), 
найдем его модуль и аргумент: 

 2 2 13 1 2, tg ,      .
63

z r 
        

Тогда  6 6 6(cos6 sin 6 ) 2 (cos sin ) 64.z r i i          

5). Извлечение корня n-й степени из комплексного числа определяется как 
действие, обратное возведению в степень, т.е.  ,n z w  если nw z . 

При извлечении корня из комплексного числа z  удобно использовать 
тригонометрическую форму записи комплексного числа. Пусть 

)sin(cos  irz  ,  (cos sin )w i    . Так как ,nw z  то  
(cos sin ) (cos sin ).n n i n r i        

1

3

y
z

x
0

Рис. 4 
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У равных комплексных чисел модули должны быть равны, а аргументы могут 
отличаться на число, кратное 2 , то есть  

,   2n r n k        или  2, .n kr n
   

   

Подставляя эти значения в выражение ),sin(cos  iwzn   получим 

2 2cos sin

0,1, 2,..., 1.

n n k kz r i
n n

k n

       
 

 
 .                          (1.7) 

Придавая k  значения 0,1,2,..., 1n , получим n  различных значений корня n −й 
степени из комплексного числа. При других значениях k  получим значения 
корня, совпадающие с уже найденными. Например, при k n  и при 0k   значе-
ния корней совпадают: 

0
2 2cos sin cos 2 sin 2 cos sin .nn n

n
n nw r i r i r i w

n n n n n n
       

 
                                  

Аналогично, 1 1 2 2, ,...n nw w w w   .  Итак, для любого 0z   

корень степени n  из числа z  имеет n  различных значений. 

Пример 1.3. Решить уравнение 3 1 0.z    
Решение. Из уравнения имеем 3 1.z    Найдем модуль и аргумент числа −1: 

 1 1, arg 1 .     Тогда корни уравнения имеют вид: 
3 3 2 21 cos sin cos sin .3 3

k kz i i      
       

Придавая k  значения 0,1, 2 , получим три корня уравнения:  

0

1

2

31cos sin ,3 3 2 2
cos sin 1,

35 5 1cos sin .3 3 2 2

z i i
z i

z i i

 

 
 

   
   

   

 

Эти корни лежат на единичной окружности и делят ее на три 
равные части (рис. 5). 

Если нужно извлечь корень квадратный, то можно и не пользоваться 
формулой (1.7). Например, 

2 2 212 5 12 9 4 12 (3 ) 2 (2 3 ) (2 3 ).i i i i i i             
Если вы не догадались о таком способе, то можно обозначить 12 5i x i y    и 
возвести это равенство в квадрат:  2 2 212 5 2i x i y x i x y y      . 
Приравнивая действительные и мнимые части, получим: 

2 2 2
2 4 2

2
5, 6 5 5 36 0.

2 12,
x y x x x

xx y
           


 

Действительные корни получившегося биквадратного уравнения .2x  Тогда 
3y   и  (2 3 ).z x i y i      

 

060
1 x

y

0z

2z

1z

Рис. 5 
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2. Функции комплексного переменного 
Если каждому комплексному числу z  из множества D  соответствует ком-

плексное число w  из множества E, то w  является функцией переменной z : 
 w f z . При этом D  есть область ее определения, а E − множество ее значений. 

Мы будем рассматривать как однозначные, так и многозначные функции, т.е. 
каждому значению аргумента соответствует одно или много значений функции. 

Например, функция 2
3

1
z iw

z





 определена при z i   и является однозначной 

функцией; функция 5w z  является пятизначной функцией; функция 
 Arg arg 2 0, 1, 2,...w z z k k       является многозначной функцией. 

В дальнейшем  нам нужно будет выделять у функции ее действительную и 
мнимую части. Как это делается, рассмотрим на примере функции 2w z . Так 
как z x iy  , то  2 2 2 2w x iy x y xy i     . Таким образом, функция 2w z  пред-
ставлена в виде    , ,w u x y i v x y  , где   2 2,u x y x y   − ее действительная 
часть, а  , 2v x y xy  − ее мнимая часть. 

Аналогичным образом любую функцию  f z  можно представить в виде  

     
       

, , ;
, Re , , Im .

f z u x y i v x y
u x y f z v x y f z

 
    

2.1. Элементарные функции 
Функции  , sin , cosze z z  

Известно, что функции , sin , cosze z z  для любого действительного z  пред-
ставимы в виде суммы следующих рядов: 

2 3 4
1 1! 2! 3! 4!

z z z z ze                                                (2.1) 
3 5 7

sin 1! 3! 5! 7!
z z z zz                                                (2.2) 

2 4 6
cos 1 2! 4! 6!

z z zz                                                 (2.3) 
Нетрудно показать, пользуясь признаком Даламбера, что эти ряды сходятся и для 
любого комплексного числа z . Поэтому формулы (2.1), (2.2), (2.3) естественно 
взять за определения функций , sin , cosze z z  для любого комплексного числа z . 
Заметим, что функции sin , cosz z  нельзя определять, как в тригонометрии, т.к. угол 
z  не может быть комплексным. Поэтому и пришлось прибегнуть к помощи рядов. 

Так как ряд для sin z  содержит только нечетные степени z , то 
 sin sinz z   , т.е. функция sin z  − нечетная. Ряд для cos z  содержит только чет-

ные степени z , поэтому  cos cosz z   и функция cos z  – четная. 

Связь между функциями , sin , cosze z z  
I). Запишем функцию i ze : 
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         2 3 4 5

1 2! 3! 4! 5!
i z i z i z i z i ze i z        

Сгруппируем слагаемые, стоящие на нечетных местах, и отдельно слагаемые, 
стоящие на четных местах, и учтем, что 2 1i   , 3i i  , 4 1i  , 5i i , …: 

2 4 3 5
1 2! 4! 3! 5!

i z z z z ze i z             
   

. 

Сумма первого ряда равна cos z , сумма второго ряда равна sin z . Поэтому 

cos sin .i ze z i z                                           (2.4) 
2). Заменяя в формуле (2.4) z  на z  и используя четность функции cos z  и не-
четность функции sin z , получим 

cos sini ze z i z   .                                        (2.5) 
Складывая и вычитая формулы (2.4) и (2.5), получим: 2cosi z i ze e z  , 

2 sini z i ze e i z  , или 

cos 2
i z i ze ez

  ,       sin 2
i z i ze ez i

  .                         (2.6) 

Формулы (2.4), (2.6) устанавливают связь между функциями ze , sin , cosz z  и 
называются формулами Эйлера. 

Свойства функций , sin , cosze z z  
1). 1 2 1 2z zz ze e e   . 

Действительно, используя определение функции ze , получим 

   

1 2

1 2

2 3 4 2 3 4
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 3 2 2 3
1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2

2 3
1 2 1 21 2

1 11! 2! 3! 4! 1! 2! 3! 4!

2 3 31 ...1! 2! 2!

1 ... .1! 2! 3!
z z

z z z z z z z z z ze e

z z z z z z z z z z z z

z z z zz z e 

  
               

  

          

      

 

2). Функция ze  имеет период      2 .T i  
Действительно, используя предыдущее свойство, а затем формулу (2.4), получим 

 2 2 cos2 sin 2i z iz z ze e e e i e          . 
3). Функции sin z , cos z  имеют период 2T  .  

Действительно, используя формулу (2.6) и периодичность функции ze , получим  

 
   2 2

cos 2 cos2 2
i z i z i z i ze e e ez z

 


        . 
Аналогично проверяется периодичность функции sin z . 

4). а) 2 2sin cos 1z z  , 
  б)  1 2 1 2 1 2sin sin cos cos sinz z z z z z     ,      г) sin 2 2sin cosz z z  , 
   в)  1 2 1 2 1 2cos cos cos sin sinz z z z z z    ,    д) 2 2cos 2 cos sinz z z  . 
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Для проверки первых трех формул нужно записать sin z , cos z  по формулам Эй-
лера (2.6). Следующие две формулы получаются из предыдущих при 1 2z z .  

5). Функции sin z , cos z  − не ограничены на комплексной плоскости.  

Например,  
   

cos 2 2
i i n i i n n ne e e ein

        при  n  . 

Обратим внимание, что свойства I), 3), 4) функций ze , sin z , cos z  такие же, 
как для соответствующих функций действительной переменной. Свойства же 2) 
и 5) имеют место только для функций комплексной переменной. 

Перечисленные свойства используются при вычислении значений функций 
ze , sin z , cos z  и при решении уравнений, содержащих эти функции. 

Пример 2.1. Вычислить 3 ie  . 
Решение. По свойству 1) и формуле (2.1):   3 3 3 3cos siniie e e e i e         . 

Гиперболические функции 
Для комплексного аргумента гиперболические синус и косинус вводят-

ся так же, как для действительного аргумента, т.е. 

sh , ch2 2
z z z ze e e ez z

     .                                  (2.7) 

Перечислим свойства функций sh , chz z . 
1). Функции sh , chz z  имеют период 2 i  (так же, как функция ze ). 
2). Для комплексного аргумента существует следующая связь между тригоно-
метрическими и гиперболическими функциями: 

   
   

cos ch , sin sh ,
ch cos , sh sin .

i z z i z i z
i z z i z i z

 
                                      (2.8) 

Проверим одну из этих формул:   
   

cos ch2 2
i i z i i z z ze e e eiz z

     . 
3). Для комплексного аргумента (как и для действительного): 

2 2ch sh 1z z  , 
 

 
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

sh sh ch ch sh ,

ch ch ch sh sh ,

sh 2 2sh ch , ch 2 ch sh .

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

    

    

  

 

Пример 2.2. Вычислить: а) sh 2 i , б) ch i , в)  cos ln 22 i  . 

Решение.  а) sh sin2 2i i i   ;     б) ch cos 1i    ; 

       
  1

2 2ln ln

в) cos ln 2 cos cos ln 2 sin sin ln 2 sin ln 2 sh(ln 2)2 2 2
2 2 3 .2 2 4

i i i i i

ie ei i

  




       

      
 

Логарифмическая функция 
Логарифмическая функция вводится как обратная к показательной, т.е. 

Lnw z , если wz e . 
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Пусть w u iv  . Так как wz e , то u i v u i vz e e e   ; отсюда  cos sinuz e v i v  . 
Мы получили тригонометрическую форму записи числа z , где ue  – его модуль,  
а v  – его аргумент, или отличается от аргумента на 2πk. Таким образом, ue z  
или lnu z ;  arg 2v z k  . Поэтому для вычисления Ln z u iv   получаем сле-
дующую формулу: 

 Ln ln arg 2 , 0, 1, 2,z z i z k k                                 (2.9) 
Значение этой многозначной функции при 0k   называют главным значением 
логарифма и обозначают ln z . 

На функцию Ln z  распространяется ряд свойств логарифма действительного 
переменного:  

I)  1 2 1 2Ln Ln Lnz z z z   ,   2) 1
1 2

2
Ln Ln Lnz z zz

    
 

,  

 3)  2
1 2 1Ln Lnzz z z  ,          4) Ln ze z . 

Докажем, например, первое свойство: 
       

   
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

Ln ln Arg ln Arg Arg
ln Arg ln Arg Ln Ln .

z z z z i z z z z i z z
z i z z i z z z

         
     

 

Пример 2.3. Вычислить  ln 1 3i  . 

Решение. Найдём модуль и аргумент комплексного числа 3i1z   (см. пример 1.1): 
2z 2, arg 3z    . 

Тогда по формуле (2.9) имеем:  
   2ln 1 3 ln 2 3i i      . 

Обобщенные степенная и показательная функции 
Степенная функция aw z  с произвольным комплексным показателем 

a i    определяется равенством  
Ln Lnaa z a zw z e e    . 

Показательная функция zw a  с произвольным комплексным основани-
ем a i    определяется равенством  

Ln Lnzz a z aw a e e   . 

Пример 2.4.      ln1 /2 2 /2 2Ln .i i k ki i ii e e e          
Обратные тригонометрические и гиперболические функции 

По определению 
Arcsinw z , если sin w z ;     Arccosw z , если cos w z ; 
Arctgw z ,  если tg w z ;       Arcctgw z , если ctg w z ; 
Arcshw z ,  если sh w z ;      Arcchw z ,  если ch w z ; 
Arcthw z ,  если th w z ;       Arccthw z , если cth w z . 
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0  

Рис.7 

 z  

Пример 2.5.  Вычислить Arcchw i . 
Решение. Из условия Arcchw i  имеем: 

 2 2ch 2 1 0 1 1 2
2

w w
w w we ew i i e i e e i i i


               

   

   

1

2

Ln 1 2 ln 1 2 2 ,
2

Ln 1 2 ln 2 1 2 .
2

w i i k

w i i k




 

           
           

 

2.2. Предел и непрерывность функции 
Определение предела функции комплексного переменного совпадает с ана-

логичным определением для функции действительного переменного. Для фор-
мулировки определения введем на комплексной плоскости понятие окрестно-
сти конечной точки (рис.6) и окрестности бесконечности (рис.7). 

  окрестность конечной точки    0 0:S z z z z    ; 
  окрестность бесконечности      :S z z    ; 

выколотая   окрестность конечной точки     0 0: 0S z z z z    


; 

выколотая   окрестность бесконечности        :S S z z      


. 
 
 
 
 
 
 
 
Определение (на языке окрестностей). Комплексное число A называют пре-

делом функции  f z  при ( ,z a A a  конечные или бесконечные), если для 
любого положительного   найдется такое положительное число  , что 

   f z S A  как только  0z S z


. 
Определение (на языке неравенств). Рассмотрим несколько случаев. 

1).  lim ( ,
z a

f z A a A


  конечные), если для 0 0      такое, что 

 f z A    как только 0 z a    . 
2).  lim (

z a
f z a


  конечное), если для 0 0      такое, что 

 f z   как только 0 z a    . 
3).  lim (

z
f z A A


  конечное), если для 0 0      такое, что 

 f z A    как только z  . 

Пример 2.6. Существует ли 
0

lim
z

z
z

? 

0z  
 z  

Рис.6 
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Решение. 
0 0

0

1, 0, 0,
lim lim

1, 0, 0.z x
y

y xz x i y
x yz x i y 



 
     

 Следовательно, 
0

lim
z

z
z

 не существует. 

Теорема 2.1. Пусть       0 0 0, , , ,f z u x y i v x y A a ib z x i y      . Тогда  

     
0 0 0

0 0

lim lim , , lim , .
z z x x x x

y y y y

f z A u x y a v x y b
  

 

      

Доказательство. Так как      2 2
, ,f z A u x y a v x y b           , то 

  0f z A   при 0z z     , 0, , 0u x y a v x y b       при 0 0,x x y y  . 
Эта теорема позволяет перенести на функции комплексного переменного 

основные свойства предела функций двух действительных переменных. 
Определение непрерывности для функции комплексного переменного совпада-

ет с аналогичным определением для функции действительного переменного. 
Функция  f z  называется непрерывной в точке 0z , если   

   
0

0lim
z z

f z f z


 .  

Для непрерывности функции комплексного переменного      , ,f z u x y i v x y   
в точке 0 0 0z x i y   необходимо и достаточно, чтобы функции    , , ,u x y v x y  были 
непрерывны в точке  0 0,x y  (следует из теоремы 2.1). 

Это позволяет перенести на функции комплексного переменного основные 
свойства непрерывных функций двух действительных переменных. 

2.3. Дифференцируемые  функции 
Функция  f z  называется дифференцируемой в точке 0z , если она имеет в 

этой точке производную 

       
0

0 0
0 00

lim lim
z z z

f z f z f z
f z z z z 

 
     . 

Из определения производной и свойств предела функции следует, что для 
функций комплексного переменного сохраняются основные правила диффе-
ренцирования суммы, произведения, частного, правило дифференцирования 
сложной функции: 

       

           

 
 

       
 

  

2

,

,

,

.w zz

f z g z f z g z

f z g z f z g z f z g z

f z f z g z f z g z
g z g z

f w z f w

      
        

     
 

 
     

 

Выясним, при каких условиях функция  f z  будет дифференцируемой.  

Теорема 2.2. Пусть функции    , , ,u x y v x y  дифференцируемы в точке  ,x y . 
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Функция      , ,f z u x y i v x y   будет дифференцируемой в точке z x i y   тогда 
и только тогда, когда выполняются следующие условия Коши-Римана: 

,x y y xu v u v       .                                        (2.10) 

Доказательство. Необходимость. Пусть функция  f z  дифференцируема в 
точке z , т.е. существует предел 

       
0 0

0

, ,
lim lim

x
y

z

f z u x y i v x y
f z z x i y   

 

   
      , 

причем этот предел не зависит от способа стремления Δx и Δy к нулю. В част-
ности, при 0y  , 0x   имеем 

     
0

, ,
lim x x

x xx

u x y i v x y
f z u i vx 

  
     . 

При 0x  , 0y   имеем 

     
0

, ,
lim y y

y y
y

u x y i v x y
f z v i ui y 

  
     . 

Сравнивая эти равенства, получим: x x y yu i v v iu       ,x y y xu v u v      . 
Достаточность. Пусть выполнены условия Коши-Римана и функции  ,u x y , 
 ,v x y  − дифференцируемы. Тогда 

 x yu u x u y o        , 
 x yv v x v y o        . 

Здесь    2 2x y z       . Тогда 

       x x y yf z u i v u i v x u i v y o z                . 
Во второй скобке этого равенства воспользуемся условиями Коши-Римана: 

 2
y y x x x x x xu i v v iu i v i u i u i v               ; 

                 .x x x x x x x xf z u i v x i u i v y o z u i v x i y o z u i v z o z                           

Поэтому существует производная 

         
0 0 0

lim lim limx x
x x x x

z z z

u i v z z zf z
f z u i v u i vz z z

 
     

     
             , 

т.е. функция  f z  − дифференцируема, причем   x xf z u i v     . 
Следствие 1. Если для функции  f z  выполняются условия Коши-Римана, то 

  .x x y y x y y xf z u i v v iu u i u v i v                  

Первая из этих формул получена при доказательстве теоремы, остальные фор-
мулы следуют из условий Коши-Римана. 

Следствие 2. Элементарные функции  sin , cos , , , ln 0 , sh , chz nz z e z z z z z   
дифференцируемы, причем  

        1sin cos , cos sin , , ,z z n nz z z z e e z n z         
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z  
0z

  

  

 z  

Рис. 8 

       1ln 0 , sh ch , ch sh .z z z z z z
z

       

Докажем это утверждение, например, для функции sin .z  Для этого выделим 
действительную и мнимую части этой функции: 

     sin sin sin cos cos sin sin ch cos sh ;z x i y x i y x i y x y i x y            
   , sin ch , , cos sh .u x y x y v x y x y     

Проверим условия Коши-Римана: 
cos ch , sin sh .x y y xu x y v u x y v           

Так как условия Коши-Римана выполняются, то функция sin z  дифференцируема и  

       sin cos ch sin sh cos cos sin sin cos cos .x xz u i v x y i x y x i y x i y x i y z                

Пример 2.7. Исследовать, будет ли дифференцируема функция   Ref z z z  . 
Решение. Учитывая, что z x i y  , Re z x , получим 

    2f z x i y x x i xy    . 
Таким образом, мы выделили у функции  f z  ее действительную часть 2u x  и 
мнимую часть v xy . Найдем частные производные этих функций: 2xu x  , xv y  , 

0yu  , yv x  . Условия Коши−Римана ,x y y xu v u v       выполняются только при 
0x y  . Поэтому функция   Ref z z z   дифференцируема только в точке 0z  . 

Геометрический смысл аргумента и модуля производной 
1). На плоскости  z  рассмотрим точки 0z  и z , кривую  , их соединяющую, 

и угол   наклона секущей 0z z  (рис. 8). 
При отображении  w f z  получим в плоскости  w  их образы: точки 0w  и w , 

кривую Г , их соединяющую, и угол   наклона секущей 0w w  (рис. 9). 

 

По определению производной  

  0
0

0 0 0
lim lim
z z

w w wf z
z z z   

   
 

.                               (2.11) 

Так как при делении комплексных чисел их аргументы вычитаются, то из 
равенства (2.11) следует, что 

     
0 0

0 0 0arg lim arg lim arg
w w z z

f z w w z z
уголугол 

 
      . 

При 0z z  имеем: 0w w , угол наклона   секущей 0z z  стремится к углу 
наклона 0  касательной к кривой   в точке 0z , угол наклона   секущей 0w w  

w  
0w  

Г  

  

Рис. 9 

 w  



 15

стремится к углу наклона 0  касательной к кривой Г  в точке 0w . Поэтому 

 0 0 0arg f z     . 

Это равенство выражает геометрический смысл аргумента производной: 

 0arg f z  есть угол поворота касательной к кривой   в точке 0z  при отображении  f z . 

Пусть 1  другая кривая, проходящая через точку 0z ,  

1   угол наклона ее касательной к оси ox ,  

1Г  образ 1 , проходящий через точку 0w ,  

1  угол наклона ее касательной к оси ox . 
Тогда  0 0 0arg f z     ,  0 1 1arg f z     . Вычитая эти два равенства, получим 

                1 0 1 0       ,  т.е. 

угол между образами кривых в точке 0w  равен углу между кривыми в точке 0z . 
Это есть свойство сохранения или консерватизма углов в точке 0z  при отобра-
жении  w f z . 

2). Из равенства (3.1) следует: 

   0 0
0 0 0 00 0 0 0

lim lim
z z

w w w wwf z w w f z z z
z z z z z   

         
  

,  т.е.  

 0w f z z     . 

Это равенство выражает геометрический смысл модуля производной:  

величина  0f z  определяет коэффициент изменения (подобия) длины любой 
бесконечно малой дуги, выходящей из точки 0z  при отображении  w f z . 

Так как коэффициент изменения (подобия) одинаков для любой бесконечно ма-
лой дуги, выходящей из точки 0z , то это свойство называют свойством постоян-
ства растяжений. 
Пример 2.8. Найти угол поворота и коэффициент подобия любой малой кри-
вой, выходящей из точки 0z  при отображении   0

0
.z zf z

z z





 

Решение. Найдем производную этой функции в точках z  и 0z : 

     
   

     
0 0 0 0

02 2
0 0 0 0 0 0 00 0

1 1 1 1,
2

z z z z z z if z f z
z z x i y x i y yz z z z

           
    

. 

Тогда угол поворота любой кривой, проходящей через точку 0z , при данном отоб-

ражении равен  0arg
2

f z   , если 0 0y   и равен  0arg
2

f z   , если 0 0y  . 

Коэффициент подобия в точке 0z  равен    0 0
0 0

1 0
2 2

if z y
y y
    . 



 16

 
2.4. Аналитические функции 

В теории функций комплексного переменного важную роль играет класс ана-
литических функций. Однозначная функция  f z  называется аналитической в 
точке z , если она дифференцируема в этой точке и в некоторой ее окрестности. 

Однозначная функция  f z  называется аналитической в области D , если 
она является аналитической в каждой точке этой области. 

Укажем ряд свойств аналитических функций. 
1). Функция  f z  является аналитической в области D  тогда и только тогда, 
когда в этой области ее действительная и мнимая части удовлетворяют услови-
ям Коши-Римана. 
2). Сумма, разность, произведение, суперпозиция аналитических функций яв-
ляются функциями аналитическими. Частное аналитических функций является 
аналитической функцией, если знаменатель не обращается в нуль. 
3). Пусть функция      , ,f z u x y i v x y   является аналитической в области D . 
Тогда в этой области функции  ,u x y ,  ,v x y  являются гармоническими, т.е. 
удовлетворяют уравнению Лапласа: 

0xx yyu u    ,    0xx yyv v   .                               (2.12) 

Докажем это свойство. Так как функция  f z  является аналитической, то ее дей-
ствительная и мнимая части    , , ,u x y v x y  удовлетворяют условиям Коши-Римана:  

,x y y xu v u v      . Продифференцируем первое равенство по x , второе − по y : 
,x x x y y y x yu v u v      . 

Складывая эти равенства, получим: 0xx yyu u   . Аналогично доказывается, что 
функция  ,v x y  также является гармонической. 

Отметим, что из гармоничности функций    , , ,u x y v x y  не следует аналитич-
ность функции      , ,f z u x y i v x y  . Например, для функции  f z z x i y    ее 
действительная и мнимая части    , , ,u x y x v x y y    являются функциями гар-
моническими, но не удовлетворяют условиям Коши-Римана, т.е. функция  f z z  
не является аналитической. 
4). Если известна действительная или мнимая часть аналитической функции  f z , 
то с точностью до постоянной может быть восстановлена сама функция  f z . 
 Пусть, например, известна    Re ,f z u x y . Требуется найти    Im ,f z v x y . 
Воспользуемся условиями Коши-Римана:  

,x y y xv u v u      .                                              (2.13) 
Первое из этих равенств проинтегрируем по x  с точностью до константы  c y , не 
зависящей от переменной интегрирования  

 yv u dx c y   . 
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Для отыскания  c y  следует подставить найденную функцию  ,v x y  во второе из 
равенств (2.13). 
Пример 2.9. Найти аналитическую функцию  f z , у которой  

    2 3Im , 6 2f z v x y x y y y    . 
Решение. Требуется найти    Re ,f z u x y . Воспользуемся условиями Коши-Римана: 

2 26 6 1, 12x y y xu v x y u v x y           .                              (2.14) 
Равенство 2 26 6 1xu x y     проинтегрируем по x : 

   2 2 3 26 6 1 2 6u x y dx x y x x c y       . 
Для отыскания  c y  подставим найденную функцию  ,u x y  во второе из равенств (2.14) 

12yu x y   :       12 12 0yu x y x y c y c y c y c           . Тогда 

     
            

3 2

3 2 2 3

2 3 33 2

2 6 ,
2 6 6 2

2 3 3 2 .

u x y x x c
f z u i v x y x x c i x y y y

x i y x x i y x i y i y c x i y x i y c

   
         

             

 

Следовательно,   32f z z z c   . 

3. Интегрирование функций 
3.1. Определение и свойства интеграла 

Пусть  L  − гладкая ориентированная дуга на ком-
плексной плоскости z ,  f z  − непрерывная функция, за-
данная на дуге  L . Разобьем дугу  L  произвольным об-
разом на n ячеек (элементарных дуг) точками 

1 2, ,..., nz z z (рис. 10). В этих ячейках выберем произ-

вольно точки 1 2, ,..., nz z z   . Составим сумму 
1

( )
n

k k
k

f z z


   , 

где 1k k kz z z    . Эта сумма называется интегральной суммой функции  f z  
по дуге  L . Найдем предел интегральной суммы при стремлении к нулю вели-
чины  

1
max kk n

d z
 

  . 

Если существует предел интегральной суммы 
1

( )
n

k k
k

f z z


    при 0d  , не завися-

щий от способа разбиения дуги L  и от выбора промежуточных точек kz , то этот 
предел называется интегралом функции  f z  по дуге L  и обозначается  

 L

f z dz : 

 
  0 1

lim ( )
n

k k
d kL

f z dz f z z


   .                                       (3.1) 

1z  

A  

B  

kz  

nz  

1kz   

Рис. 10 

kz
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Для обозначения интеграла по замкнутому контуру используется знак 
L
 . 

Свойства интеграла 
1).  

 
     

 
   

  
, , .

L L L L
f z dz u x y i v x y dx i dy u dx v dy i v dx u dy             

2). При изменении ориентации дуги интеграл  
 L

f z dz  меняет знак.  

3).    
 

 
 

 
 L L L

f z g z dz f z dz g z dz          . 

4). Пусть  f z M  на дуге  L . Тогда  
 L

f z dz M L  , где L  − длина дуги.   

5). Пусть  z z t  есть параметрическое уравнение дуги AB, причём концам дуги 
A и B соответствуют значения параметров At   и Bt . Тогда  

 
 

    
B

A

t

AB t
f z dz f z t z t d t  .                                (3.2) 

Эти свойства следуют из определения интеграла; например, приведем вы-
вод свойства 4): 

     
1 1 1

n n n

k k k k k k
k k k

f z M f z z f z z M z M L
  

              . 

Формулу (3.2) удобно использовать для вычисления интеграла. Покажем это на 
следующем примере. 
Пример 3.1.  Вычислить интеграл 

   0

n
L

n
dzI

z z



  по окружности с центром в 

точке 0z  радиусом R, ориентированной против часовой стрелки.  

Решение. Вычислим этот интеграл, используя равенство (3.2). Для этого запишем 
параметрические уравнения окружности:  0 0cos , sin , 0, 2 .x x R t y y R t t       От-

сюда    0 0 0 cos sin e i tz z x x i y y R t i R t R         , т.е. мы получили парамет-
рическое уравнение окружности в комплексной форме  

 0 e , 0,2i tz z R t     .                                   (3.3) 
Вычислим i t

tdz z dt R i e dt    и подставим в интеграл: 

 
 

2 2
1

1
0 0

i t i n t
n n ni t

Ri e dt iI e dt
RR e

 


   . 

Следует различать два случая. При 1n   имеем:   0
2

1
0

2I i e d t i


  . 
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При 1n   получим:  
 
     

  0
21 2 1

1 1
0

1
1 1

i n t i n
n n n

i eI e ei nR R n


 

 
       

. 

Число  2 1i n    кратно периоду 2 i  показательной функции, поэтому 
  02 1i ne e     и  0 1nI n  . Таким образом, 

   0

2 , 1
0, 1.n

L

i ndz
nz z

   
  

Пример 3.2.  Вычислить интеграл 
 

Re
L

z z dz   

 а) по отрезку OA; б) по отрезку AB ; в) по отрезку BO; г) по 
ломаной OABO  (рис. 11). 
Решение. 
а). На отрезке OA :  0y  , z x iy x   , dz dx , Re z x . Поэтому  

1

1
0

1Re 3
OA

I z z dz x x dx     . 

б). На отрезке AB : 1y x  ,  1z x iy x i x     ,  1dz i dx  , Re z x . Поэтому  

   
0

2
1

1 1Re 1 1 2 6
AB

I z z dz x i x x i dx i            . 

в). На отрезке BO : 0x  ,  z x iy iy   ,  dz i dy , Re 0z  ,  0,1x . Поэтому 
0

3
1

Re 0 0
BO

I z z dz iy i dy      . 

г).  1 2 3
1 1 1 1 1Re 03 2 6 6 6

OABO
z z dz I I I i i           . 

            3.2. Интегральные теоремы 

Введем следующие понятия. Область D  назовем односвязной, ес-
ли для любого замкнутого контура, лежащего в этой области, ограни-
ченная им часть плоскости принадлежит D . В противном случае об-
ласть называется многосвязной. Выражаясь образно, односвязная 
плоская область – это область без дырок (рис. 12), а многосвязная об-
ласть − это область с дырками (рис. 13).  

Теорема Коши (для односвязной области).   
Пусть функция  f z  является аналитической в односвязной области D . 
Тогда интеграл от этой функции по любой кусочно-гладкой замкнутой кривой L  
из области D  равен нулю, т.е. 

 
 

0
L

f z d z  .                                                 (3.4) 

x  

y  

0  
A  

B  1 

1 
Рис. 11 

 

Рис. 12 

D  

 L  
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Доказательство. Для упрощения доказательства будем предполагать непре-
рывность производной  f z . Запишем интеграл в виде  

 
 

   
  L L L

f z dz u dx v dy i v dx udy       

и применим формулу Грина 
  

( )
L

x y
D

P dx Q dy Q P dx dy      (рис. 12): 

 
 

 
   

, .x y x y
L D L D

u dx v dy v u dx dy v dx u dy u v dx dy                    

В силу условий Коши-Римана ,x y y xu v u v       подынтегральные выражения в 
каждом из двойных интегралов равны нулю и поэтому эти интегралы равны 
нулю, а значит,  

 

0
L

f z d z  . 

Пример 3.3. Вычислить интеграл 
 5

3 sinRe
1

zz e zI z e z z dz
z

            
  по ломаной 

OABO  (рис. 11).  

Решение. Функция 
 

3
5

sin
1

zz e zz e
z
 


 является аналитической внутри контура 

OABO  (нуль знаменателя − точка 1z    лежит вне области, ограниченной этим 
контуром); область, ограниченная линией интегрирования, является 
односвязной. Поэтому по теореме Коши 

 5
3

1
sin 0
1OABO

zz e zI z e dz
z

          
 . 

Функция Rez z , как показано в примере 2.7, не является аналитической. 
Интеграл от нее вычислен в примере 3.2: 2

1 1Re 6 6
OABO

I z z dz i     .  Поэтому  

1 2
1 1
6 6I I I i     . 

Теорема Коши (для многосвязной области).  Пусть  
1) D  − многосвязная область, ограниченная внешним контуром L  и 
внутренними контурами 1 2, ,..., nL L L  (рис. 13), 
2) контуры 1 2, , ,..., nL L L L  одинаково ориентированы (например, против хода 
часовой стрелки), 
3) функция  f z  является аналитической в области D  и непрерывной в 
замкнутой области D . 
Тогда интеграл по внешнему контуру равен сумме интегралов по внутренним 
контурам, т.е. 

        
1 2 nL L L L

f z dz f z dz f z dz f z dz         .             (3.5) 
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Доказательство. Для простоты ограничимся областью, 
ограниченной внешним контуром L  и только одним внутренним 
контуром 1L . Сделаем разрез по линии AB (рис. 14). Обозначим 
через D  − область D  c разрезом по линии AB. Эта область 
будет односвязной с границей L . По теореме Коши для  
односвязной области   0

L

f z dz


 . Здесь  граница L  состоит из 

линии L , обходимой против часовой стрелки (обозначим ее 
L ), линии AB, линии 1L , обходимой по часовой стрелке 

(обозначим ее 1L  ), и линии BA. Поэтому 
         

1

0
L AB BAL L

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz
 

            .  

При изменении ориентации дуги интегралы меняют знак. 
Поэтому имеем 

       
1

0
AB ABL L

f z dz f z dz f z dz f z dz
 

         . 

Значит,    
1L L

f z dz f z dz
 

   , что и требовалось доказать. 

Пример 3.4.  Вычислить интеграл 
   0

n n
L

dzI
z z




  по произвольной замкнутой 

линии, ориентированной против часовой стрелки. 
Решение. Рассмотрим два случая. 

1). Если точка 0z  расположена внутри контура  L , то функция 
 0

1
nz z
 

неаналитична  внутри контура  L , т.к. знаменатель обращается в ноль в 
точке 0z , но эта функция является аналитической в многосвязной области 
(рис. 15), ограниченной контуром  L  и окружностью   . Поэтому по 
теореме Коши для многосвязной области интеграл nI  по внешнему контуру  L  ра-
вен интегралу по внутреннему контуру ‒ окружности   , который был вычислен в 
примере 3.1, т.е.  

     0 0

2 , 1
0, 1.n n n

L

i ndz dzI
nz z z z

 
      
    

2). Если точка 0z  расположена вне контура  L , то функция 
 0

1
nz z
 аналитична  

внутри контура  L , т.к. там знаменатель не обращается в ноль. Поэтому по теореме 
Коши для односвязной области интеграл nI  по контуру  L  равен нулю. 

Окончательно, 
  

 0

0

2 , 1 и внутри ,
0, в остальных случаях .n n

L

i n z LdzI
z z

 
  

 
  

0z    

 L  

Рис. 15 

L  

Рис. 13 

1L  

nL  

2L  

L  
Рис. 14 

1L  

A  

B  
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Теорема (о первообразной).  Пусть  функция  f z  непрерывна в односвязной об-

ласти D  и    0
L

f d    по любому замкнутому контуру L  из области D . Тогда  

1) интеграл  
0z z

f d   не зависит от формы кривой 0z z , обозначается  
0

z

z
f d   и 

является аналитической функцией  F z  в области D , 

2)      
0

z

z

F z f d f z 

         
 , т.е.  F z  является первообразной для  f z . 

Доказательство теоремы опустим. 
Из этой теоремы следуют формула Ньютона-Лейбница 

     
0

0

z

z
f d F z F z    , 

где  F z  – первообразная для  f z , и формула интегрирования по частям 

           
0

0 0

.z
z

z z

z z
u d v u v v d u          

Вывод этих формул такой же, как для функции действительного переменного.  

Пример 3.5. Вычислить z

L
I z e dz   по линии L , соединяющей точки 1 20,z z i  . 

Решение. Функция zz e  является аналитической, значит интеграл не зависит от 

формы линии, поэтому запишем его в виде 
0

i
zz e dz


 . Применим к нему метод 

интегрирования по частям, взяв u z , zdv e dz . Тогда du dz , zv e , 

 0 00 0
1

ii iiz z z z z i iI z e dz z e e dz z e e i e e
               . 

Так как cos sin 1ie i      , то интеграл 2I i  . 

3.3. Интегральные формулы Коши 

Теорема. Пусть функция  f z  является аналитической в односвязной области 
D . Тогда в любой внутренней точке a  области D  имеют место формулы Коши 

         
  1

1 !,
2 2L L

n
n

f z dz f z dznf a f a
i z a i z a   

 
   ,    1,2,3...n  ,                  (3.6) 

где L положительно ориентированная кривая в области ,D охватывающая точку a . 
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Доказательство. 1). Функция  f z
z a

 неаналитична в области D  (знаменатель в 

точке a  этой области равен нулю), но эта функция аналитична в многосвязной 
области D  с удаленной из нее окрестностью точки a  (рис. 16). 
Поэтому по теореме Коши для многосвязной области имеем 

   
L

f z dz f z dz
z a z a


    ,  

где   есть окружность z a r  . Преобразуем интеграл  
             

1 2 .
L

f z f a f a f z f af z f a
dz dz dz dz I I

z a z a z a z a  

            
         

Для вычисления интеграла 2I  воспользуемся результатом примера 3.4: 
     22 2

f adz dzi I dz f a i f a
z a z a z a  

     
       . 

Для вычисления интеграла 1I  воспользуемся непрерывностью функции  f z  в точке a :  

       lim  >0 >0: , .для как только 
z a

f z f a f z f a z a   


         

Тогда на окружности   с радиусом r    получим: 

       
1 12 2  >0 0.для

f z f a f z f a
I dz r I

z a r z a r

 
   

           
   

Итак,  

         
1 2 1 2

10, 2 2 .
2L L

f z dz f z dz
I I i f a I I i f a f a

z a i z a
 


       

     

2). Вторую из формул (3.6) можно доказать продифференцировав n  раз по па-

раметру a  только что полученное равенство    1
2 L

f z dz
f a

i z a


 : 

         
 

 
 

   
 

 
 

2 2

2 3

11 1 1 1! ,
2 2 2 2

1 2! , ...
2 2

L L L L

L L

aa

a

f z dz f z f z f z
f a dz dz dz

i z a i z a i iz a z a

f z f z
f a dz

i iz a z a

   

 

     
              

 
   

   

   

 

   

 

 

Замечания 
1). Из теоремы следует, что аналитическая функция  f z  имеет производные 
любого порядка в произвольной внутренней точке a  области D .  
Отметим, что из дифференцируемости действительной функции не следует существо-
вание даже второй производной; например, функция 3/2y x  имеет первую производ-

ную 1/23
2

y x  , но вторая производная 1/23 1
2 2

y x    не существует в точке 0x  . 

a  
  

L  

Рис. 16 
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2). Интегральные формулы Коши можно переписать в виде 

     
 

   1
22 ,

!L L

n
n

f z dz f z dz ii f a f a
z a nz a


   

 
                    (3.7) 

и использовать для вычисления соответствующих интегралов при условии, что 
точка a  находится внутри контура L . Если точка a  находится вне контура L , 
то подынтегральная функция является аналитичной, поэтому по теореме Коши 
эти интегралы равны нулю.  

Пример 3.6. Вычислить интегралы 
   

2 2

1 24 4
2 1/2

, .
1 1z z

z ze eI dz I dz
z z 

 
 

    

Решение. В первом интеграле точка 1z   находится внутри контура 
интегрирования 2z   (рис. 17), поэтому по второй из формул (3.7) при 

3n   имеем 

 
  1

2
2 2

1 4
2

2 8 .
3! 31 z

z

z

ze i iI dz e e
z

 




  


  

Во втором интеграле точка 1z   находится вне контура интегрирования 
1 / 2z  ; внутри этого контура подынтегральная функция является 

аналитичной, поэтому по теореме Коши интеграл 2I  равен нулю.  

Пример 3.7. Вычислить интеграл  2
3

sin .
1z

zI dz
z


  

Решение. Внутри контура   (рис. 18) знаменатель функции 
обращается в нуль в точках 1 2,z i z i   . Построим окружности 

1 2,   с центрами в этих точках достаточно малых радиусов, таких, 
чтобы окружности не пересекались и целиком лежали внутри 
контура  . В многосвязной области, ограниченной внешним 
контуром   и внутренними контурами 1 2,  , подынтегральная функция является 
аналитической (т. к. нули знаменателя не входят в эту область); поэтому 
применима теорема Коши для многосвязной области: 

1 2
2 2 2

sin sin sin .
1 1 1
z z zI dz dz dz

z z z  

  
        

Разложим 2 2 21z z i    на множители   z i z i  , затем в интеграле по кривой 1 , 
окружающей точку i , в знаменателе оставим z i , а в интеграле по кривой 2 , 
окружающей точку i , в знаменателе оставим z i  и применим для каждого 
интеграла первую из формул Коши (3.7): 

 
1 2

sin sin
sin sin2 2 sin sin 2 sh1.

z i z i

z z
z zz i z iI dz dz i i i i

z i z i z i z i
 

    
 

   
                               

3
2

 

 z  

 Рис. 17  

0  1 1
2

 

0  

 z  

Рис. 18 

  
i  

1  

i  
2  
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Теорема Морера (обратная к теореме Коши). Пусть  
1) функция  f z  непрерывна в односвязной области D , 

2)   0
L

f d    по любому замкнутому контуру L  из области D . 

Тогда функция  f z  является аналитической функцией в области D . 

Доказательство. Из теоремы о первообразной следует, что функция 

   
0

z

z
F z f d    является аналитической и    F z f z  . Но аналитическая функция  

имеет производные любого порядка, в частности,    F z f z   . Отсюда следует, 
что  f z , следовательно, функция  f z  является аналитической функцией. 

4. Ряды в комплексной области 
4.1. Числовые ряды 

Напомним основные сведения о числовых комплексных рядах, которые бы-
ли рассмотрены ранее в теории рядов. 

Ряд из комплексных чисел 
1

n
n

z



  называют сходящимся, если последователь-

ность его частичных сумм 
1

n

n k
k

S z


  имеет конечный предел S . Этот предел 

называют суммой ряда. 

Необходимый и достаточный признак сходимости ряда:  

ряд   
1 1

n n n
n n

z x i y
 

 
    сходится       ряды  

1 1
,n n

n n
x y

 

 
   сходятся. 

Пример 4.1. Исследовать ряд   1

1

1
2

n

n
n

i
n





 
  
 
 

  на сходимость и найти его сумму. 

Решение. Ряд   1

1

1 n

n n





  является знакочередующимся и сходится по признаку 

Лейбница, так как его члены по абсолютной величине убывают и стремятся к ну-
лю. Для вычисления его суммы запишем ряд Тейлора для функции  ln 1 x : 

   
2 3

ln 1 ..., 1, 1
2 3
x xx x x       . 

В частности, при 1x   получим   1

1

11 1ln 2 1 ...
2 3

n

n n






     . 

Ряд 
1

1
2n

n




  является геометрической прогрессией с первым членом 1

1
2

b  , знаменателем  
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1
2

q   и суммой 1 1/ 2 1
1 1 1/ 2

b
q
 

 
. Окончательно, ряд   1

1

1
2

n

n
n

i
n





 
  
 
 

  сходится и 

его сумма ln 2S i  . 

Необходимый признак сходимости ряда:  

если ряд 
1

n
n

z



  сходится, то lim 0nn

z


 . 

Пример 4.2. Исследовать ряд 
3

2 3
1

1 3 5
10 7n

ni
n n





 
 

 
  на сходимость. 

Решение. Ряд 
3

3
1

3 5
10 7n

n
n






  расходится, так как 

3

3
3 5 3lim lim 0

1010 7nn n

nz
n 


  


. Следова-

тельно, заданный ряд расходится. 

Достаточный признак сходимости ряда: если ряд 
1

n
n

z



  сходится, то ряд 

1
n

n
z




  

сходится и называется абсолютно сходящимся рядом. 

Пример 4.3. Исследовать ряд  
/2 3

1

1
2

n

n
n

i
n








  на сходимость. 

Решение. Рассмотрим ряд из модулей  

   
 /2 3 /2 3 331 1 1 1

211 1
2 2 2

nnn

n n n
n n n n

ii
n n nn

   

   


  

  
    . 

Последний ряд сходится, поэтому исходный ряд сходится абсолютно. 

4.2. Функциональные ряды 
Рассмотрим ряд  

1
n

n
u z




 , составленный из функций  nu z , определенных на 

множестве D , и его n ю частичную сумму        1 2 ...n nS z u z u z u z    . 

Определение 1. Ряд  
1

n
n

u z



  сходится к функции  S z  в точке z  области D , если 

для любого 0   найдется номер  ,N z  такой, что    nS z S z    для .n N   
 

Определение 2. Ряд  
1

n
n

u z



  сходится равномерно к функции  S z  в области D , 

если для любого 0   найдется номер  N   такой, что    nS z S z    для 
любого n N  и любого z D . 

Отличие этих определений состоит в том, что в определении 2 найдется один 
 номер  N  , обслуживающий все точки z  области D , а в определении 1 номер 
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 ,N z  для каждой точки z  свой. 
Напомним один из признаков равномерной сходимости. 

Признак Вейерштрасса равномерной сходимости: если  n nu z a  для любой точки 

z  области D  и ряд 
1

n
n

a



  сходится, то ряд  

1
n

n
u z




  сходится равномерно в области D . 

Свойства равномерно сходящихся рядов 
1). О непрерывности суммы ряда  

Пусть функции  nu z  непрерывны в области D  и ряд  
1

n
n

u z



  сходится равномерно 

к функции  S z  в области D . Тогда сумма ряда  S z  непрерывна в области D . 

2). О почленном интегрировании ряда 

Пусть функции  nu z  непрерывны на кусочно-гладкой кривой   и ряд  
1

n
n

u z



  сходится 

равномерно к функции  S z  на кривой  . Тогда ряд можно почленно интегрировать, т.е.  

     
1 1

n n
n n

S z dz u z dz u z dz
  

 

 

  
        

    . 

3). О почленном дифференцировании ряда  

Пусть функции  nu z  аналитичны в односвязной замкнутой области D  и ряд  
1

n
n

u z



  

сходится равномерно к функции  S z  в области D . Тогда сумма ряда  S z  аналитична 
в области D  и ряд можно почленно дифференцировать любое число раз, т.е. 

     
 

   
1 1

k
k k

n n
n n

S z u z u z
 

 

 
   
 
  . 

Первое и второе свойства такие же, как в теории рядов с действительными 
членами. Поэтому их доказательства мы опускаем. Докажем третье свойство, 
которое отличается от аналогичного свойства для ряда с действительными членами. 

 Функции  nu z  аналитичны, а значит непрерывны в области D  и ряд  
1

n
n

u z



  

сходится равномерно к функции  S z  в области D . Поэтому сумма ряда  S z  
непрерывна в области D  и ряд можно почленно интегрировать по любой замкнутой 
кривой   из области D , т.е. 
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1 1

n n
n n

S z dz u z dz u z dz
  

 

 

  
         

      . 

Так как функции  nu z  аналитичны в области D , то по теореме Коши для 
односвязной области   0nu z dz



 . Тогда   0S z dz


  по любой замкнутой кривой   

из области D , и по теореме Морера функция  S z  аналитична в области D . 
Для обоснования почленного дифференцирования ряда рассмотрим произвольную 

точку 0z  из области D  и окружность   с уравнением 0z z R   из области D . Так как 

ряд  
1

n
n

u z



  сходится равномерно к функции  S z  на   и функция 

  1
0

1
kz z 

 

ограничена на  , то ряд  
  1

1 0

n
k

n

u z

z z




 
  сходится равномерно к функции  

  1
0

k
S z

z z 
 на   

и его можно почленно интегрировать, т.е. 
 

 
 

 1 1
10 0

n
k k

n

S z u z
dz dz

z z z z 



 



 

   . 

Из этого равенства, используя интегральные формулы Коши (3.7), получим  
               0 0 0 0

1 1

2 2
! !

k k k k
n n

n n

i iS z u z S z u z
k k
  

 
    . 

Рассмотрим важный частный случай функционального ряда ‒ степенной ряд. 

Степенные ряды 
Степенной ряд в комплексной области есть ряд вида  

     20 0 1 0 2 0
0

...n
n

n
a z z a a z z a z z




        , 

где   00,1,2,3,... , ,na n z z  комплексные числа. 
Степенной ряд в комплексной области обладает следующими свойствами. 

1). Областью сходимости степенного ряда  0
0

n
n

n
a z z




  является круг 

0z z R  . 
Этот круг может выродиться в одну точку 0z  или во всю комплексную 
плоскость  R   . 

2). В круге  0z z R     степенной ряд  0
0

n
n

n
a z z




  сходится равномерно. 

3). Сумма степенного ряда внутри круга сходимости является функцией 
аналитической. 
4). Степенной ряд внутри круга сходимости можно почленно 
дифференцировать любое число раз и почленно интегрировать. 

Доказываются эти свойства так же, как в действительной области. 
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4.3. Разложение аналитической функции в степенной ряд 
Рассмотрим сначала несколько примеров.  

I). Функцию   2
1

1
f z

z



 можно трактовать как сумму бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии 21
1 1 11

b b b q b qq     , где 1 1b  , 2q z . Если 1q  , то 
2 4 6

2
1 1

1
z z z

z
    


,   1z  . 

Заметим, что в круге 1z   функция 2
1

1 z
 является аналитической и мы ее 

разложили в ряд по неотрицательным степеням z , называемый ее рядом Тейлора. 
2). Разделим предыдущее равенство на 3z . Получим разложение 

 
2

33 2
1 1 1

1
z zzzz z

    


, 

которое, как и первое разложение, справедливо в круге z 1 , но с выколотой 

точкой 0z   или, другими словами, в кольце 0 1z  . Итак, функция 
 3 2

1
1z z

, 

аналитическая в кольце 0 1z  , разложена в этом кольце в ряд, содержащий и 
положительные, и отрицательные степени z , т.е. в так называемый ряд Лорана. 
3). По определению, 

2 3 4
1 1! 2! 3! 4!

z z z z ze        для любого z , т. е. функция, 

аналитическая в круге z    бесконечного радиуса, разложена в этом круге в 

ряд Тейлора. Заменяя в последнем разложении z  на 1
z , получим 

1

2 3 4
1 1 1 11 1! 2! 3! 4!

ze z z z z
        

 

Это разложение по отрицательным степеням z  (т.е. в ряд Лорана) имеет место 
для любого z , отличного от нуля, т.е. в кольце 0 z   . 

В этих примерах функции, аналитические в круге, разложены в ряды, 
которые не содержат отрицательных степеней z , т.е. в ряды Тейлора; функции, 
аналитические в кольце, разложены в этом кольце в ряды, содержащие 
отрицательные степени z , т.е. в ряды Лорана. 

Отмеченная закономерность имеет место не только в конкретных примерах, 
но и в общем случае. Точнее, имеют место следующие теоремы. 

Теорема 4.I. Функция  f z , аналитическая в круге 0z z R  , разлагается 
в этом круге в ряд Тейлора по степеням  0z z  

   0
0

,n

n
nf z c z z





   где 
   0

!

n

n
f z

c
n

 . 

В замкнутом круге  0z z R     ряд Тейлора сходится равномерно и его 
можно почленно интегрировать и дифференцировать. 

Доказательство. Возьмем произвольную точку z  из круга 0z z R   и окруж-
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ность   радиуса   с центром в точке 0z , содержащую точку z  (рис. 19). 
Воспользуемся интегральной формулой Коши (3.6) 

   1
2

f
f z d

i z





 


 .                                       (4.1) 

Преобразуем дробь 1
z 

, выделив в ее знаменателе  0z z :  

   0 0

1 1
z z z z 


   
. 

В знаменателе из двух величин    0 0,z z z    вынесем за скобку 
наибольшую по модулю, т.е.  0z   (рис. 19) 

       
 

00 0 0

0

1 1 1 1

1
z zz z z z z

z
  



  
     


. 

Эту дробь можно рассматривать как сумму 1
1
b

q  бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии, где 0
1

0 0
1 , z zb qz z 

   , причем 0

0
1

z z
q z


 


. 

Учитывая, что 21
1 1 11

b b b q b qq     , получим 

 
 

2
00 0

1
0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 ...
n

n
n

z zz z z z
z z z z z z z      






  
              

 . 

Подставим в равенство (4.1) полученное выражение для 1
z 

 в виде ряда и, 

внеся  f   под знак суммы, почленно проинтегрируем ряд 

     
 

   
 

 0
0 01 1

0 0 00 0

1 1
2 2

n
n n

nn n
n n n

z z f
f z f d z z d z z c

i iz z
  


  

  

  

 
  


    

 
     , 

где  
  1

0

1
2n n

f z
c dz

i z z
 


  или, с учетом формул Коши (3.7), 

   0
!

n

n
f z

c
n

 . 

Обоснуем возможность почленного интегрирования ряда    
 

0
1

0 0

n

n
n

z z
f

z












  на 

окружности  . Действительно, 0z    на  , а функция  f   является ана-
литической, а значит и непрерывной, и ограниченной по модулю, т.е. 

 f M  . Поэтому    
 

0 0
1 1

0

n n

n n
z z z z

f M
z


  

 



. Ряд 0

1
0

n

n
n

z z








  не зависит от   

и сходится, как геометрическая прогрессия со знаменателем 0 , 0 1
z z

q q



   . 

0z    
z  

Рис. 19 
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Поэтому ряд    
 

0
1

0 0

n

n
n

z z
f

z












  по признаку Вейерштрасса сходится равномерно 

по   на   и его можно почленно интегрировать по   на  . 

Кроме того, в замкнутом круге  0z z R     ряд Тейлора  0
0

n
n

n
c z z




 , 

как степенной ряд, сходится равномерно. Следовательно, ряд Тейлора можно 
почленно интегрировать и дифференцировать. Теорема доказана. 

Следствие. Радиус сходимости ряда Тейлора функции  f z  по степеням  0z z  
равен расстоянию от точки 0z  до ближайшей особой точки функции  f z . 

Действительно, если R  есть расстояние от точки 0z  до ближайшей особой точки 
функции  f z , то в круге 0z z R   нет особых точек функции  f z , т.е. функция 
является аналитической в этом круге и по теореме 4.1 разлагается в этом круге в ряд 
Тейлора. 

Пример 4.4. Разложить функцию  
   21 6

zf z
z z


 

 в ряд по степеням  4z  . 

Решение. 1). Функция  f z  имеет две особые точки 1, 6z z  . От точки 0 4z   до 
ближайшей особой точки 6z   расстояние 2R  . Поэтому функция  f z  разлагается 
в ряд Тейлора по степеням  4z   в круге 4 2z    (рис. 20). 
2). Разложим функцию  f z  на простейшие дроби 

 
     2 2 1 61 6 1

z A B Cf z
z zz z z

   
   

. 

После приведения к общему знаменателю получим 

      2
2

1 1 5 1 / 5
6 1 6 1 6 6 25 6 / 25

0 6 / 25 .

z A A
z A z B z z C z z C C

при z B C B

    
           

   

 

3). Преобразуем дробь 1
6z 

, выделив в ее знаменателе  4z  : 
 

1 1
6 4 2z z


  
. 

В знаменателе из двух величин    4 , 2z    вынесем за скобку большую по мо-
дулю в круге 4 2z   , т.е.  2  (рис. 20) 

   
1 1 1 1

46 4 2 2 1
2

zz z
  

    
. 

Тогда эту дробь можно рассматривать как сумму 1
1
b

q  бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии, где 1
1 4,2 2

zb q   , причем 4 12
zq 

  . Учитывая, 

что 21
1 1 11

b b b q b qq     , получим    2

2 3 1
0

4 41 1 4 ...
6 2 2 2 2

n

n
n

z zz
z






 
      

  . 

1  0 

Рис. 20 

4  6        
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4). Преобразуем дробь 1
1z 

, выделив в ее знаменателе  4z  : 
 

1 1
1 4 3z z


  
. 

В знаменателе из двух величин  4 , 3z   вынесем за скобку большую по моду-
лю в круге 4 2z   , т.е. 3  

   
1 1 1 1

41 4 3 3 1
3

zz z
  

   
. 

Тогда эту дробь можно рассматривать как сумму 1
1
b

q  бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии, где 1
1 4,3 3

zb q    , причем 4 13
zq 

  . Учитывая, 

что 21
1 1 11

b b b q b qq     , получим 

     2

2 3 1
0

4 41 1 4 ... 1
1 3 3 3 3

n
n

n
n

z zz
z






 
     

  . 

5). Продифференцируем полученное равенство: 

        1

1 1
0 1

4 41 1 1
1 3 3

n n
n n

n n
n n

z n z
z

 

 
 

               
  . 

Заменив 1n   на k , получим 

 
         1

1
2 1 2

1 0

4 1 41 1 1
3 31

n k
n k

n k
n k

n z k z

z

 


 
 

  
   


  . 

6). Подставим полученные ряды в  f z : 

 
 

           
2 2 1 1

0 0 0

1 4 4 41 / 5 6 / 25 6 / 25 1 5 1 6 1 6 .
1 6 25 3 3 21

n n n
n n

n n n
n n n

n z z z
f z

z zz

  

  
  

      
        

     
  

Окончательно, объединив три ряда в один, получим разложение функции  f z  в ряд 
по степеням  4z   в круге 4 2z   : 

   
0

1 4
25

n
n

n
f z c z






  , где      2 1 1

5 1 6 61 1
3 3 2

n n
n n n n

n
c   

 
     
 

. 

Перейдем к разложению в ряд функций, аналитических в кольце. 

Теорема 4.2. Функция  f z , аналитическая в кольце 0r z z R   , 
разлагается в этом кольце в ряд Лорана по степеням  0z z  

   0
n

cn
n

f z z z


 




  , где  

  1
0

1
2n n

f z
c dz

i z z
 


 ,                     (4.2) 

  контур из кольца, охватывающий точку 0z . 
В замкнутом кольце  1 0 1 1 1r z z R r r R R       ряд Лорана сходится рав-

номерно и его можно почленно интегрировать и дифференцировать. 

Доказательство опустим; оно аналогично доказательству предыдущей теоремы.  
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 0  2  

 z  

Рис. 22 

Рис. 21  

В теоремах 4.1 и 4.2 число R  не обязательно конечное. Если R    и 0 0z  , 
то круг z    есть вся комплексная плоскость, а кольцо r z    есть 
окрестность бесконечности (см. рис. 22). 

Формулы (4.2) для коэффициентов ряда Лорана на практике применяются 
редко, так как требуют громоздких вычислений. Обычно используют известные 
разложения в ряд элементарных функций. 
Пример 4.5. Функцию    

1
2

f z z z


 разложить в ряд:  

а) в окрестности точки 0 0z  ;   
б) в окрестности бесконечности;  
в) в окрестности точки 0 2z  .  

Решение. Аналитичность функции нарушается в точках 0z   и 2z  . 
а). Выделим окрестность точки 0 0z  , в которой функция является аналитической. 
Это кольцо 0 2z   (рис. 21). По теореме 4.2 в этом кольце функция 

  1 1
2f z z z    разлагается в ряд Лорана по степеням z. Для разложения дроби 1

2z   
по степеням z  в знаменателе этой дроби из двух слагаемых z  и 2  вынесем 
большее по модулю в кольце 0 2z  , т.е. 2 :   11 1

2 2 1 2
z z 
  

. Эту дробь 

можно рассматривать как сумму геометрической прогрессии 2
1 1 1b b q b q   

при 1 1, 2
zb q  , 12

zq 
  

 
. Таким образом, в кольце 0 2z   имеем 

     
2 1

1 1
0 0

11 1 1 11 ...2 2 2 2 2 22 21 2

n n
n n

n n

z z z z
z z z z

  

 
 

 
                

  . 

Здесь ряд Лорана содержит только одну отрицательную степень 1 / 2z . 
б). Выделим окрестность бесконечности, в которой функция является 
аналитической. Это кольцо 2 z    (рис. 22). По теореме 4.2 в этом кольце 
функция  f z  разлагается в ряд Лорана по степеням z. Применим 
к дроби 1

2z   тот же прием, что и в предыдущем случае: в 

знаменателе из двух слагаемых z  и 2  вынесем большее по модулю 
в кольце 2 z   , т.е. в данном случае − это z : 

 
2

2 3 1 2
0 0

1 1 1 1 2 2 2 1 2...2 2 21

n n
n n

n n
z z z z zz z z zz

 

 
 

         
  . 

Здесь ряд Лорана содержит бесконечно много отрицательных степеней z . 
в). Выделим окрестность точки 0 2z  , в которой функция  f z  
аналитична − это кольцо 0 2 2z    (рис. 23). По теореме 5.2 в 
этом кольце функция  f z  разлагается в ряд Лорана по степеням 

2z  . Множитель 1
2z   является степенью 2z  . Поэтому разложим 

 

Рис. 23 

2  0  

 z  

y  

 

x  2  
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в ряд только множитель 1
z . Выделим в знаменателе  2z   и из двух слагаемых 

 2z   и 2  вынесем наибольшее по модулю в кольце 0 2 2z   , т.е. 2  

   
     2

2 3 1
0

2 21 1 1 1 1 2 ... 12 222 2 2 2 21 2

n
n

n
n

z zz
z zz






          
   

  

      1

1
0

21 1
2 2

n
n

n
n

z
z z







 

  . 

Пример 4.6. Функцию   cos 1
zf z z   разложить в ряд в окрестности точки 0 1z  . 

Решение. Функция  f z  имеет одну особую точку 1z  ; следовательно,  f z  
аналитича в кольце 0 1z     и разлагается в этом кольце в ряд Лорана по сте-
пеням  1z  . Для получения этого разложения сделаем преобразования 

   1 1 1 1 1cos cos cos 1 cos1 cos sin1 sin1 1 1 1 1
zz

z z z z z
 

          

и воспользуемся рядами для 1cos
1z 

 и 1sin
1z 

: 

 
   

 
   2 2 1

0 0

1 11 1cos cos1 sin1 .1 2 ! 2 1 !1 1

n n

n n
n n

z
z n nz z

 


 

 
     

   

5. Теория вычетов  
5.1. Нули функции 

Точка z a  является нулем функции  f z  порядка k , если функцию  f z  
можно представить в виде  

       , 0kf z z a z a    .                                    (5.1) 

Например, функция      3 4f z z i z    имеет два нуля: z i  нуль третьего 
порядка и 4z    нуль первого порядка (такой нуль называют простым нулем). 

Функция   1 zf z e   обращается в нуль при  ln 1 ln1 .z i i       Чтобы 
определить порядок этого нуля, запишем ряд Тейлора функции   1 zf z e   по 

степеням  z i , учитывая, что     1n if i e    : 

             2 3 21 1 1 1... 1 ... ,
2! 3! 2! 3!

f z z i z i z i z i z i z i                       

т.е.      f z z i z   , где      21 11 ...
2! 3!

z z i z i         , причем   1i    . 

Поэтому z i  есть нуль первого порядка для функции   1 zf z e  . 

Рассмотрим более простой способ определения порядка нуля. 
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Теорема 5.1 (о порядке нуля).  
Точка z a  является нулем аналитической функции  f z  порядка k  тогда и толь-

ко тогда, когда                    1... 0, 0k kf a f a f a f a     ,                           (5.2) 
т.е. порядок нуля равен порядку первой отличной от нуля производной. 

Необходимость. Пусть z a  есть нуль порядка k  для  f z . Тогда 

       , 0kf z z a z a    . 
Продифференцируем это равенство k  раз: 

         

              

                 
           

1

1 2

1 1

,

2 1 ,
.............................................................................

... 1 2 ...1 ,

... ! .

k k

k k k

kk k

kk k

f z z a z k z a z

f z z a z k z a z k k z a z

f z z a z k k k z a z

f z z a z k z

 

  

 

 



 

 

    

        

       

   

 

Вычислим эти производные в точке z a : 

             10, 0, 0, ! 0.k kf a f a f a f a k a       

Достаточность. Пусть            1... 0, 0k kf a f a f a f a     . Тогда ряд Тей-
лора функции  f z  по степеням  z a  примет вид: 

       
   
   

     
   
   

1 1
1 1... ...

1! 1 ! ! 1 !

0

k k k
k k kf a f a f a f a

f z f a z a z a z a z a
k k k

 
 

           
 




     kf z z a z  ,  где  
       

   
1

...,
! 1 !

k kf a f a
z z a

k k



   


 причем  

    0
!

kf a
a

k
   .  

Следовательно,  z a  есть нуль порядка k  для  f z . 

Пример 5.1. Найти нули функции    31 cosf z z   и определить их порядок. 

Решение. Найдем нули функции 
     31 cos 0 cos 1 2 0, 1, 2...kf z z z z k k          . 

Определим порядок нуля сначала для функции   1 cosg z z  . Так как 
   sin 0, cos 0k k k kg z z g z z     , то в силу теоремы 6.1 точки 2kz k  являются 

нулями второго порядка для функции   1 cosg z z  , т.е. эту функцию можно 

представить в виде        21 cos , 0k kg z z z z z z       . Тогда 

         63 3 31 cos , 0k kf z z z z z z       . 
Поэтому точки 2kz k  являются нулями шестого порядка для функции  f z . 
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5.2. Особые точки функции и их классификация 

Особые точки функции − это точки, в которых нарушается ее 
аналитичность.  

Особую точку называют изолированной, если в некоторой ее окрестности 
нет других особых точек функции. 

Например, функция    
1

sin 1/
f z

z
  имеет особые точки  0

10, 1, 2,...kz z k
k

     . 

При этом точки  1 1, 2,...kz k
k

     являются изолированными, их можно отделить 

одну от другой окрестностью. Точка 0 0z   является неизолированной, так как в лю-
бую ее окрестность попадут некоторые из особых точек kz . 

В зависимости от того, каким будет предел функции в особой точке 0z , 
различают три типа изолированных особых точек. 

1) . Если  
0

lim
z z

f z


 − конечен, то 0z  называют устранимой особой точкой. 

2) . Если  
0

lim
z z

f z


  , то 0z  называют полюсом. 

3) . Если  
0

lim
z z

f z


 не существует, то 0z  называют существенно особой точкой. 

Например, для функции  
   3

1
1 2

f z
z z


 

 особые точки 1z  , 2z   являются 

полюсами, т.к. в этих точках предел функции равен бесконечности. Но это 
полюсы разного порядка: точку 1z   называют полюсом 3−го порядка, точку 

2z   − полюсом 1−го порядка или простым полюсом.  
Порядок полюса − это натуральное число k , такое, что    

0
0lim k

z z
f z z z


  

отличен от нуля и бесконечности. Более удобно определять порядок полюса, 
используя связь полюса с нулями.  

Теорема 5.2. Пусть 0z  есть нуль порядка k  функции  z  и нуль порядка n  функ-

ции  z ; тогда для функции    
 
z

f z
z




  точка 0z  есть полюс порядка n k , если 

k n , и устранимая особая точка, если k n .  

Доказательство. Так как точка 0z  есть нуль порядка k  функции  z  и нуль по-
рядка n  функции  z , то 

       
       

   
 

   
   

 
 

0 1 1 0 0 1 1 0

1 00 10 1 1 0

, 0,
, 0

, 0
nn

k kz z z z z z z z zz
f z

z zz z zz z z z z

    
   

 



   
   

  
. 

Тогда при k n  получим 



 37

 
 

 
       

0 0

1
0

10

1 lim , lim 0.n k
n k

z z z z

z
f z f z f z z z

zz z





 
      


 

Следовательно, точка 0z  является полюсом порядка n k  функции  f z . 

При k n  получим      
 

1
0

1
, 0k n z

f z z z k n
z




     . Следовательно,  
0

lim
z z

f z


 ко-

нечен и 0z  есть устранимая особая точка функции  f z . 

Замечания 
1). Если  0 0z  , то можно записать      0

0z z z z    и считать 0z  нулем функ-
ции  z  порядка 0k  . Теорема 5.2 остается справедливой и в этом случае.  
2). В частности, если точка 0z  является нулем порядка n  функции  z , то точка 0z  

является полюсом порядка n  функции 
 
1
z

. 

Пример 5.2. Определить типы особых точек функции  
 

2

31 cos
zf z

z



. 

Решение. В примере 5.1 было установлено, что точки  2 0, 1, 2,...iz i i     яв-

ляются нулями порядка 6n   для функции    31 cosz z   . Для функции 
  2z z   точка 0 0z   является нулем порядка 2k  , а точки  2 0iz i i   ‒ ну-

лями порядка 0k  . Поэтому по теореме 5.2 точка 0 0z   является полюсом по-
рядка 6 2 4n k    , а точки  2 0iz i i   ‒ полюсами порядка 6 0 6n k    . 

Тип изолированной особой точки можно охарактеризовать также через 
разложение функции в ряд Лорана в выколотой окрестности этой точки.  

Теорема 5.3 (о ряде Лорана в окрестности устранимой особой точки).  
Точка 0z  является устранимой особой точкой функции  f z  тогда и только тогда, 
когда разложение функции  f z  в ряд Лорана в выколотой окрестности точки 0z  
не содержит отрицательных степеней  0z z . 

Необходимость. Пусть точка 0z  является устранимой особой точкой функции 
 f z , тогда  

0
lim

z z
f z


 − конечен. Отсюда следует, что функция  f z  ограничена 

по модулю в выколотой   окрестности точки 0z ; в частности,  f z M  на 
окружности r  с уравнением 0z z r  , где r  . Оценим коэффициенты nc  ряда 
Лорана, воспользовавшись формулой (4.2): 

 
 

 1 1
0

1 1 1 2 0,1,2,...
2 2

n
n n n

f z
c dz M r M r n

i rz z


            


 . 

Так как r  можно взять сколь угодно малым, то все коэффициенты nc  ряда Ло-
рана при отрицательных степенях  0z z  равны нулю. 
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Достаточность. Пусть разложение функции  f z  в ряд Лорана в окрестности 
точки 0z  не содержит отрицательных степеней  0z z , т.е. 

     20 1 0 2 0f z c c z z c z z       . 
Тогда  

0
0lim

z z
f z c


 , т. е. 0z  является устранимой особой точкой функции  f z . 

Теорема 5.4 (о ряде Лорана в окрестности полюса) 
Точка 0z  является полюсом порядка k  функции  f z  тогда и только тогда, когда 
разложение функции  f z  в ряд Лорана в выколотой окрестности точки 0z  со-
держит конечное число отрицательных степеней  0z z , а именно 

 
       0 1

1 0 0
00

0k k k
c cf z c c z z cz zz z

      


 

Необходимость. Пусть точка 0z  является полюсом порядка k  функции  f z , 

тогда      
0 0

0lim , lim k
z z z z

f z f z z z
 

    отличен от нуля и бесконечности. Отсюда 

следует, что 0z  является устранимой особой точкой для функции      0
kz f z z z    

и, значит, в ее ряде Лорана нет отрицательных степеней  0z z , т.е.  

              12
0 0 1 0 2 0 0 1 0... ...k k k

k kz f z z z c c z z c z z c z z c z z 
            , 

причем    
0

0 0lim 0k
z z

f z z z c


   . Тогда 

 
       0 1

1 0 0
00

0k k k
c cf z c c z z cz zz z

      


. 

Достаточность. Пусть разложение функции  f z  в ряд Лорана в окрестности 
точки 0z  содержит конечное число отрицательных степеней  0z z , т.е. 

 
       0 1

1 0 0
00

0k k k
c cf z c c z z cz zz z

      


. 

Отсюда следует, что  
 

 
   

       

0 0

0 0

2
0 1 0 2 0

0

2
0 0 1 0 2 0 0

1lim lim ,

lim lim 0.

k

k

z z z z

z z z z

f z c c z z c z z
z z

f z z z c c z z c z z c

 

 

          

           

 

Следовательно, 0z  является полюсом порядка k  функции  f z . 

Теорема 5.5 (о ряде Лорана в окрестности существенно особой точки) 
Точка 0z  является существенно особой точкой функции  f z  тогда и только то-
гда, когда разложение функции  f z  в ряд Лорана в выколотой окрестности точ-
ки 0z  содержит бесконечно много отрицательных степеней  0z z . 

Эта теорема следует из предыдущих теорем 5.3 и 5.4. 



 39

Пример 5.3. Исследовать особые точки функций     1/
3

sin , zzf z g z e
z

  .  

Решение.  Точка 0z   является особой точкой этих функций. Для установления 
ее типа воспользуемся разложениями в ряд функций 1/sin , zz e : 

 

     

3 5 2

3 3 2

2 3
1/

2 3

sin 1 1 1... ...,
3! 5! 3! 5!

1/ 1 /1/ 1 1 11 1 .
1! 2! 3! 2! 3!

z

z z z zf z z
z z z

z zzg z e
z z z

 
         

 

         
 

 

В силу теоремы 5.4 для  f z  точка 0z   является полюсом второго порядка. 
В силу теоремы 5.5 для  g z  точка 0z   является существенно особой точкой. 

5.3. Вычеты функции в ее особых точках  

Вычетом функции  f z  в ее изолированной особой точке 0z  называется число  

   
 0

1Re 2z z
z f z f z dzi




   ,                                    (5.3) 

где   есть положительно ориентированная граница окрестности 
точки 0z , не содержащая других особых точек функции (рис. 24). 
Принято также другое обозначение вычета:  

0
Выч
z z

f z


. 

Рассмотрим различные способы вычисления вычетов. 

1). Вычисление вычета через коэффициент ряда Лорана 
Разложим функцию  f z  в ряд Лорана в окрестности ее особой точки 0z , 
проинтегрируем по положительно ориентированной окружности    с центром 

в точке 0z  и воспользуемся тем, что  0
2 , 1,

0, 1
n i n

z z dz
n







 
    

  (пример 3.1): 

           0 0 1 0 1
12 Res .

2
n n

n n
n n

f z c z z f z dz c z z dz c i f z f z dz c
i

  


  

 

 
 

              
 

Итак, вычет функции  f z  в ее особой точке 0z  равен коэффициенту 1c  при 

0

1
z z  в разложении функции  f z  в ряд Лорана в окрестности точки 0z : 

 0 1Res f z c .                                          (5.4) 

 Например, в разложении функции 2 1/ zz e  в окрестности особой точки 0 0z    

2 1/ 2 2
3 5 3

1 1 1 1 11 ... ...
3!3! 5! 5!

zz e z z z
z zz z z

 
          

 
 

коэффициент 1c  при 1
z  равняется 1

3! , следовательно,  0 1
1 1Res 3! 6f z c   .  

 

Рис. 24 

0z  

0  

 z     
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2). Вычет в устранимой особой точке 
В окрестности устранимой особой точки 0z  ряд Лорана функции не содержит 
отрицательных степеней  0z z , следовательно, коэффициент 1 0c  . Таким 
образом, в устранимой особой точке 

 0Res 0f z   .                                          (5.5) 

3). Вычисление вычета в полюсе первого порядка 
Если 0z  есть полюс первого порядка функции  f z , то разложение функции 
 f z  в ряд Лорана в окрестности точки 0z  в силу теоремы 5.4 имеет вид: 

     1 2
0 1 0 2 0

0

cf z c c z z c z zz z
        

Умножим это равенство на  0z z  

1
2 3

0 0 0 1 0 2 0( ) ( ) ( ) ( - ) ( - ) ... f z z z c c z z c z z c z z           . 
Переходя в этом равенстве к пределу при 0z z , получим: 

      
0

0 1 0lim Resz z f z z z c f z     , 
т.е. в полюсе первого порядка 

      
0

0 0Res limz zf z f z z z   .                               (5.6) 

4). Вычисление вычета функции  
 

z
g z
 ,  если      0 0 00, 0, 0z g z g z    . 

Так как      0 0 00, 0, 0z g z g z    , то 0z  является нулем порядка 0k   функции 
 z  и нулем порядка 1n   функции  g z ; поэтому по теореме 5.2 точка 0z  является 

полюсом порядка 1n k   функции  
 

z
g z
  и для вычисления вычета этой функции 

можно воспользоваться формулой (5.6) 
 
 

 
     

   
 
 0 00

0
0

0 0

0

Res lim lim
z z z z z z

zz z zz zg z g z g z g z g z
z z

  
  

    


. 

Итак, в случае, когда      0 0 00, 0, 0z g z g z    , справедлива формула 

 
 

 
 0

0

0
Res
z z

z z
g z g z
 


  .                                       (5.7) 

5). Вычисление вычета в полюсе к-го порядка 
Если 0z  есть полюс k -го порядка функции  f z , то разложение функции  f z  в 
ряд Лорана в окрестности точки 0z  в силу теоремы 5.4 имеет вид: 

 
   

   11
0 1 0

00 0
1 ... 0k k

kk k
c c cf z c c z z cz zz z z z

  
         

. 

Умножим это равенство на  0
kz z  и затем продифференцируем 1k  раз: 

1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0( ) ( ) ( ) ... ( - ) ( - ) ( - ) ... k

k k k k
kf z z z c c z z c z z c z z c z z

 
                , 
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   1 200 1 1 0 0 1 0
1 !( ) ( ) 0 ... ( 1)! ! ( - ) ( - ) ... 2k

kk
k

kf z z z c c c k c k z z c z z


   

                 . 
Переходя в последнем равенстве к пределу при 0z z , получим 

 
     

0

1
0 1 0lim ( ) ( ) 1 ! Res 1 !

kk
z z

f z z z c k f z k



          , 

т.е. в полюсе k -го порядка 

   
 

0

1
0 0

1
1 !

Res lim ( ) ( )
kk

z zk
f z f z z z




     .                    (5.8) 

Пример 5.4. Найти вычеты функции   1zzf z
e




 в ее особых точках. 

Решение. Знаменатель 1ze   обращается в нуль в точке 0 0z   и, учитывая 
периодичность функции ze , в точках 2kz ki   1, 2,k     . Это и будут 
особые точки функции  f z . 
Точки  2 0, 1, 2,...kz ki k     являются нулями порядка 1n   для функции 
  1zg z e  , т.к.    0, 0k kg z g z  . Для функции  z z   точка 0 0z   является 

нулем порядка 1k  , а точки  2 0kz k i k   ‒ нулями порядка 0k  . Поэтому 
по теореме 5.2 точка 0 0z   является устранимой особой точкой функции  f z , а 
точки  2 0kz k i k   ‒ полюсами порядка 1 0 1n k     функции  f z .  
Применяя формулы (5.5) и (5.7), получим 

   
 

0
2Res 0, Res 21

1
k

k

k
k zz

z z

z k izf z f z k i
ee

 



    


. 

6. Применение вычетов  
6.1. Применение вычетов к вычислению интегралов  

L
f z dz  

Теорема 6.1. Пусть функция  f z  является аналитической в замкнутой области D  
с положительно ориентированной границей L  за исключением изолированных 
особых точек 1 2, , , nz z z , лежащих внутри D . Тогда 

   
1

2 Res
n

k
kL

f z dz i f z
 

   .                                (6.1) 

Доказательство. Удалим из области D  (рис. 25) каждую особую 
точку вместе с ее окрестностью (границы окрестностей 
обозначим 1 2, , , nL L L ). В получившейся многосвязной области 
функция будет аналитической. Применяя интегральную теорему 
Коши для многосвязной области, получим 

   
1

k

n

kL L

f z dz f z dz
 

   .  0  

 z  L  

Рис . 25  

nL  

1z  
1L  

nz
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Из определения вычета (5.3) следует, что    2 Res
k

k
L

f z dz i f z


  . Поэтому  

     
1 1

2 Res
k

n n

k
k kL L

f z dz f z dz i f z
  

      . 

Пример 6.1. Вычислить интеграл 
1L

z
z dz

e   по контуру L :  4z i  . 

Решение. Контур L  − это окружность с центром в точке z i  и 
с радиусом 4  (рис. 26). В примере 5.4 мы нашли особые точки 
функции  

1z
zf z

e



: это точки 0z   , 2 i , 4 i ,... . Из этих 

точек внутрь контура L  попадают точки 0z   и 2z i . Вычеты 
в этих точках были вычислены в примере 5.4. Применяя 
формулу (6.1), получим 

      22 Res 0 Res 2 2 0 2 4
1z

L

z dz i f f i i i
e

    


       . 

Пример 6.2. Вычислить интеграл  
21/

2 1
z

L

e dz
z   по контуру 3 / 2z i   (рис. 27). 

Решение. Контур 3 / 2z i   есть окружность с центром z i  и радиусом 3/ 2  (рис. 27). 
Подынтегральная функция  f z  имеет три особые точки z 0, ,z i z i    . Внутрь 
контура попадают особые точки z 0, z i  .  
Т. к. функция  f z четная, то в разложении ее в ряд Лорана в окрестности  

точки 0z   нет нечетных степеней z , в частности, нет 1
z

. Поэтому  

  1Res 0 0f c  . 

Вычет в точке z i  для функции вида  
 

z
g z
  в случае, когда      0 0 00, 0, 0z g z g z    , 

можно вычислить по формуле (5.7), т.е.  

 
2 21/ 1/ 1

2 2
Res 21 1

z z

z i

z i

e e e
iz z







 
 

. 

Тогда по теореме 6.1 

   
21/

2
12 Res 0 Res 2 0 21

z

L

e dz i f f i i e i ez
              . 

Пример 6.3. Вычислить интеграл  
1/2

1/

2 1

z

z

e dz
z


  (рис. 28). 

Решение. Подынтегральная функция  f z  имеет три особые точки 
z 0, ,z i z i    . Внутрь контура попадает существенно особая точка 

0z  . Для вычисления вычета в этой особой точке разложим 
подынтегральную функцию  f z  в ряд  в окрестности 0z   по степеням z : 

 

0  

i  

 2 i

 z  
L  

Рис. 26 

L  

 z
 

Рис.27

0  
i  

i
 

L  

 z
 

Рис.28

0  

i  

i
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     1/ 2 4 6
2 3 4 52

1 1 1 1 1 11 ... 1 ...
2! 3! 4! 5!1

ze z z z
z z z z z

z
z

f              
  

 . 

Вычислим коэффициент 1c  при 1
z

: 1
1 1 11 ... sin1
3! 5! 7!

c       . Используя разложение   
3 5 7

sin ...
3! 5! 7!
z z zz z      при 1z  , получим  1

1 1 11 ... sin1
3! 5! 7!

c       . Тогда 

1/2

1/ 1/

12 20
2 Re 2 2 sin1

1 1

z z

z
z

e edz i z i c i
z z

  




     
  . 

6.2. Применение вычетов к вычислению интегралов  f x dx



  

Здесь и дальше несобственный интеграл понимается в смысле главного значения. 

Теорема 6.2. Пусть 1) функция  f x  совпадает с  f z  и непрерывна на  ,  , 
2) функция  f z  является аналитической в верхней полуплоскости, за 
исключением изолированных особых точек 1 2, , , nz z z , 
3) существуют положительные числа 0, ,M R   такие, что 

  1
Mf z

z    при условии, что 0z R R  .                                    (6.2) 

Тогда интеграл  f x dx



  можно вычислить по формуле 

   
1

2 Res , где Im 0.
n

k k
k

f x dx i f z z




                             (6.3) 

Доказательство. Рассмотрим замкнутый контур L , состоящий из отрезка  ,R R  
действительной оси и верхней полуокружности RL  (рис. 29). 
Выберем R  настолько большим, чтобы 0R R  и особые точки 

1 2, , , nz z z  попали внутрь контура L . По теореме (6.1)  

   
1

2 Res
n

k
kL

f z dz i f z
 

  . 

С другой стороны, по свойству аддитивности интеграла 
     

 , RLR RL

f z dz f z dz f z dz
 

    . 

Сравнивая эти два равенства и учитывая, что z x  на отрезке  ,R R , получим 

     
1

2 Res
R

R n

k
kR L

f x dx f z dz i f z



    .                                     (6.4) 

На полуокружности RL  по условию теоремы   1 1
M Mf z

Rz     , а по свойству 

 0  

 z  

R  

1z  
nz  

2z  
RL

R  
Рис. 29 
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 об оценке интеграла    1 0 при и >0
RL

M Mf z dz R
R R

R         . 

Поэтому равенство (6.4) в пределе при R   примет вид:  

   
1

2 Res
n

k
k

f x dx i f z



  . 

Следствие. Пусть функция    
 

k

n

P z
f z

Q z
  есть отношение двух многочленов, 1n k   и 

1 2, , , Nz z z  есть нули знаменателя  nQ z , лежащие в верхней полуплоскости. Тогда  

   
1

2 Res
N

k
k

f x dx i f z



  . 

Доказательство. Запишем функцию    
 

k

n

P z
f z

Q z
  в виде  

   
 

 
   

11 0 10 1
1 1

0 1 0 1

...... 1 ,
... ...

k kk k kk k
n n n kn n

n n n

z a a z a zP z a z a z af z z
Q z b z b z b zz b b z b z


 

  

    
    

     
 

где  
 
 

1
0 1

1
0 1

...

...

k
k

n
n

a a z a z
z

b b z b z


 

 

  


  
. 

Так как   0

0
lim
z

az
b




 , то  z M   при условии, что 0z R . Поэтому 

    1
1 , 1 0гдеn k

Mf z z n k
z z           

и можно применить теорему 6.2. 

Пример 6.4. Вычислить интеграл  
 320 1

dxI
x






 . 

Решение. Так как подынтегральная функция является четной, то  

   3 32 20

1
21 1

dx dxI
x x

 


 

 
  . 

Функция  
 32

1
1

f z
z




 есть отношение двух многочленов, в верхней полуплос-

кости имеет одну особую точку z i , поэтому по следствию к теореме 6.2  

   3 32 2
11 1 2 Res2 21 1z i

dxI i
x z







  
 

 . 

Для функции  
     3 3 32

1 1
1

f z
z i z iz

 
 

 точка z i  является полюсом третьего по-

рядка. Поэтому для вычисления вычета воспользуемся формулой (5.8): 
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3

3 3 3 5 52

3 41 1 6 31Res lim lim .2! 2 1621 z i z iz i
i iI i i z i

z i z i z i iz
   

 

    
          

         
 

6.3. Применение вычетов к вычислению интегралов  

     1 2 3, cos , sini axI f x e dx I f x ax dx I f x ax dx
  

  
       

Отметим, что cos sini axe ax i ax  . Поэтому  

     1 2 3cos sini axI f x e dx f x ax dx i f x ax dx I i I
  

  
         

2 1 3 1Re , Im .I I I I    

Следовательно, достаточно разобраться с вычислением интеграла  1
i axI f x e dx




  . 

Для этого воспользуемся следующим результатом (доказательство опустим). 

Лемма Жордана. Пусть на полуокружности 0

0

,
:

ImR
z i y R

z y


 



  

функция  f z  аналитична и      , 0где приf z R R R    . Тогда  

  0 0при и
R

i a zf z e dz R a


   .  

Замечание 
      Приведенную формулировку леммы Жордана можно распространить еще на 
несколько случаев. Итак, лемма Жордана справедлива, если в ней  

1) 0

0

,
0, :

Im ,R
z i y R

a
z y


 

 


         3)   0

0

,
0 , :

Re ,R
z x R

a i
z x

  
 

  


  

2) 0,a  0

0

,
:

Im ,R
z i y R

z y


 



         4)   0

0

,
0 , :

Re .R
z x R

a i
z x

  
 

  


 

Применим лемму Жордана к вычислению интеграла  1
i axI f x e dx




  . 

Теорема 6.3. Пусть 1) функция  f x  совпадает с  f z  и непрерывна на  ,  , 
2) функция  f z  является аналитической в верхней полуплоскости, за 
исключением изолированных особых точек 1 2, , , nz z z , 

3)    f z R  на полуокружности ,
:

Im 0,R
z R

z






 причем   0 приR R   .  

Тогда интеграл   i a xf x e dx



  можно вычислить по формуле 

   
1

2 Res , где Im 0, 0.
k

n
i a x ia z

kz zk
f x e dx i f z e z a





                 (6.5) 
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Доказательство. Рассмотрим замкнутый контур  , состоящий из отрезка  ,R R  
действительной оси и верхней полуокружности R  (рис. 30). 
Выберем R  настолько большим, чтобы особые точки 

1 2, , , nz z z  попали внутрь контура  . По теореме (6.1)  

   
1

2 Res
k

n
i a z ia z

z zk
f z e dz i f z e








      . 

С другой стороны, по свойству аддитивности интеграла 
     

 , R

i a z ia z ia z

R R
f z e dz f z e dz f z e dz

 

    . 

Сравнивая эти два равенства и учитывая, что z x  на отрезке  ,R R , получим 

     
1

2 Res
k

R

R n
ia x ia z i a z

z zkR
f x e dx f z e dz i f z e








       .                   (6.6) 

На полуокружности R  по условию теоремы функция  f z  удовлетворяет 
условиям леммы Жордана при 0 0y  , поэтому из леммы Жордана следует, что  

  0 0при и 
R

i a zf z e dz R a


   . 

Тогда равенство (6.6) в пределе при R   примет вид:  

   
1

2 Res
k

n
i a x i a z

z zk
f x e dx i f z e





     . 

Следствие. Пусть функция    
 

k

n

P z
f z

Q z
  есть отношение двух многочленов, где k n  

и 1 2, , , Nz z z  есть нули знаменателя  nQ z , лежащие в верхней полуплоскости. Тогда  

   
1

2 Res , 0
k

N
i a x i a z

z zk
f x e dx i f z e a





     . 

Доказательство. Запишем функцию    
 

k

n

P z
f z

Q z
  в виде  

   
 

 
   

11 0 10 1
1 1

0 1 0 1

...... 1 ,
... ...

k kk k kk k
n n n kn nn n n

z a a z a zP z a z a z af z z
Q z b z b z b zz b b z b z


 

  

    
    

     
 

где  
 
 

1
0 1

1
0 1

...

...

k
k

n
n

a a z a z
z

b b z b z


 

 

  


  
. 

Так как   0

0
lim
z

az
b




 , то  z M   при условии, что z R . Поэтому 

     1
n k n k

Mf z z R
Rz

      . 

Так как 0n k  , то   0 приR R   , и можно применить теорему 6.3: 

 0  

 z  

R  

1z  
nz  

2z  
R  

R  
Рис. 30 



 47

   
1

2 Res
k

n
ia x i a z

z zk
f x e dx i f z e





     . 

Пример 6.5. Вычислить интеграл   2 2
0

cos 0, 0ax dxI a b
x b



  
 . 

Решение. Так как подынтегральная функция является четной, то  

2 2 2 2 2 2
0

cos cos1 1 Re2 2
i a xax dx ax dx e dxI

x b x b x b

  

 

  
     . 

Функция   2 2
1f z

z b



 есть правильная дробь, у которой знаменатель в верхней 

полуплоскости имеет один ноль z bi , поэтому по следствию к теореме 6.3 имеем: 

2 2 2 22 Res
i a x ia z

z bi
e dx ei
x b z b








  . 

Вычет в точке z bi  для функции вида  
 

z
g z
  в случае, когда      0 0 00, 0, 0z g z g z    , 

можно вычислить по формуле (5.7), т.е. 
 

2 2 2 2
Res 2

i a z i a z ab

z bi

z bi

e e e
biz b z b







 
 

. 

Окончательно, получим 

2 2 2 2 2 2
0

cos 1 1Re Re 2 Res Re2 2 2 2
i a x i a z a b a b

z bi
ax e e eI dx dx i i ebi bx b x b z b

 
   




                 . 

Заметим, что здесь неприменима теорема 6.2 для функции   2 2
cosazf z
z b




, т.к. cos z  

быстро возрастает для 0z R  и функция  f z  не удовлетворяет условию (6.2). 

7. Операционное исчисление 
Одним из важных приложений теории функций комплексного переменного 

является операционное исчисление. В физике, механике, электротехнике, ра-
диотехнике методы операционного исчисления используются при решении 
многих прикладных задач.  

7.1. Понятие оригинала и его изображения 

Комплекснозначная функция      f t u t iv t   вещественного аргумента t  
называется оригиналом, если она удовлетворяет следующим условиям: 
1)функция  f t  кусочно непрерывна, т.е. на любом конечном интервале может 
иметь лишь конечное число точек разрыва первого рода; 
2)   0f t   при 0t  ; 
3)  f t  растет не быстрее показательной функции, т.е. существуют такие числа 

0M   и 0s  ,  при которых  
( ) s tf t M e  .                                             (7.1) 
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Точную нижнюю грань 0s  тех значений s , для которых справедливо неравенство 
(7.1), называют показателем роста оригинала  f t ). 

Пример 7.1. Функция Хевисайда 
0, 0

( )
1, 0

t
t

t


  
 (рис.31) является ори-

гиналом с показателем роста 0 0s  , так как   01 tt e   . 
Замечание. Пусть некоторая функция  t  удовлетворяет усло-

виям 1 и 3 определения оригинала, но не удовлетворяет условию 2, 
т.е.  функция   0t   для 0t  . Умножив эту функцию на  t , мы "зануляем" 
функцию  t  для 0t   и не изменяем ее для 0t  . Тогда произведение 

   
0, 0,

( )
, 0
t

t t
t t

 



   

 будет оригиналом. В дальнейшем иногда для сокращения запи-

си будем писать  t  вместо    t t  . 
Пример 7.2. Функции      

21( ) , tf t t g t e tt    не являются оригиналами, т.к. 
первая функция в точке 0t   имеет разрыв второго рода, вторая функция не 
удовлетворяет соотношению (7.1).  
Пример 7.3. Показать, что функции          ( ) , 0aa bi tf t e t g t t t a 

     являют-
ся оригиналами и найти их показатели роста. 
Решение. Функция  f t  непрерывна всюду, кроме точки 0t  ;   0f t   при 0t   и  

 


1

( ) a bi a t bi t a t bi t a ttf t e e e e e e




     . 

Поэтому функция  f t  является оригиналом с показателем роста 0s a , если 
0a  , и с показателем роста 0 0s  , если 0a  . 

Функция  g t  непрерывна всюду,   0g t   при 0t   и  для любого 0   имеем: 

   0lim 0 , inf : 0 0
a a

t
t

t
t g t t M e s

e


  


        . 

Поэтому функция  g t  является оригиналом с показателем роста 0 0s  . 

Свойства оригиналов 
Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 1s ,  g t  есть оригинал с пока-

зателем роста 2s . Тогда  
1)      1f t f t g t   есть оригинал с показателем роста  1 2max ,s s s , 
2)      2 0f t f a t a   есть оригинал с показателем роста 1a s , 
3)        3 0f t f t t         есть оригинал с показателем роста 1s , 
4)      4 0f t t f t    есть оригинал с показателем роста 1s , 

5)    5
0

t

f t f d    есть оригинал с показателем роста 1s . 

0  

 t  
1 

t  
Рис. 31 
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Действительно, функции          1 2 3 4 5, , , ,f t f t f t f t f t  кусочно непрерывны и равны 
нулю при 0t  , т.е. удовлетворяют первому и второму условиям определения 
оригинала. Проверим выполнение для них третьего условия: 

      1 2
1 1 2 1 2

s t s t s t s t s tf t f t g t M e M e M e M e M e       ,  
где  1 2 1 2, max ,M M M s s s   ,  

         1 1
2 0s a t s a tf t f a t M e M e a    , 

         1 1
3

s t s tf t f t t f t M e M e              , 

       11
4 1 1, infss tttf t t f t e M e M e s s s  

       , 

       11 1 1
5

0 0 0 0

t t t t
s ts s t s tf t f d f d M e d M e d M e t M e                . 

Перейдем к понятию изображения.  

Изображением оригинала  f t  называется функция  F p , связанная с ори-
гиналом  f t  равенством:  

   
0

p tF p f t e d t


   .                                      (7.2) 

Тот факт, что  F p  есть изображение для  f t , будем символически запи-
сывать так:    f t F p  или    F p f t . Несобственный интеграл, стоящий в 
правой части равенства (7.2), часто называют интегралом Лапласа для функции 
 f t . Переход от оригинала  f t  к изображению  F p  называют преобразова-

нием Лапласа. Теорию преобразования Лапласа называют операционным ис-
числением. В дальнейшем мы увидим, что смысл операционного метода заклю-
чается в том, что с помощью введения изображений удается упростить решение 
многих задач.  

Теорема 7.1. (о существовании и аналитичности изображения) 
Пусть оригинал  f t  имеет показатель роста 0s . Тогда  

1) в области 0Re p s  изображение  F p  существует, т.е. интеграл  
0

ptf t e dt


  сходится, 

2) в области  0Re p s    интеграл  
0

p tf t e d t


  сходится равномерно, 

3) изображение  F p  является аналитической функцией в области 0Re p s . 

Доказательство.  

1). Пусть p s i  . Учитывая, что 0( ) s tf t M e  , получим: 

          00 0

1

s ss ss i t s i sp t tt tt t t tf t e f t e M e e e M e e Me      



       , 
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         00

0 00 0 0

ts ss s

t

tp t p t t eF p f t e d t f t e d t M e d t M s s

     


       . 

Тогда в области 0Res p s   (рис. 32) будем иметь:  
 0

0 0, 0s s ts s e     при t  , 

   
 0

0 0 000

10
ts s

t

tp t e MF p f t e d t M Ms s s s s s

 



          ,               (7.3) 

т.е. интеграл    
0

p tF p f t e d t


   сходится. 

2). В области  0Res p s     будем иметь:  0 0 0,s s s      

     0 0s s sp t t tf t e Me Me     , 

функция  0s te   не зависит от p  и интеграл  0

00

1s te d t s





    

сходится. Поэтому по признаку Вейерштрасса интеграл  
0

p tf t e d t


  сходится 

равномерно в области Re p  . 
3). Пусть    произвольный замкнутый контур в области 0Re p s . Тогда 

     
0 0

p t p tF p dp dp f t e d t f t d t e dp
  

 
         . 

Здесь мы поменяли порядок интегрирования. Так как функция p te  является 
аналитической, то 0p te dp



   и поэтому   0F p dp


 . Кроме того, можно пока-

зать, что функция  F p  является непрерывной (обоснование этого опустим). 
Тогда из теоремы Морера (п. 3.3), обратной к теореме Коши, следует, что 
функция  F p  является аналитической. 

Следствие. Пусть оригинал  f t  имеет показатель роста 0s  и    f t F p . Тогда  
1)    0

0
ReRe

MF p p sp s  ,     2)  
Re

lim 0
p

F p


  

Действительно, первое утверждение следует из соотношения (7.3), а второе 
утверждение следует из первого. 
Пример 7.4. Найти изображение функции Хэвисайда  t . 
Решение. Порядок роста функции  t  равен 0 0s   и, следовательно, изображе-
ние существует, когда Re 0p  . По определению  

   
0

00 01 0

1 1lim p t
t

p tp t p t eF p t e dt e dt e ep p p
  

 


 


 
          
 

  
. 

Im p

Re p
 

Рис.32 

0s  
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Поясним равенство lim 0pt
t

e


 . Если p s i  , то  s i tp t s t i te e e e       . 

Функция s te  является бесконечно малой при t   , так как Re 0s p  . Функ-
ция i te   является ограниченной, так как 

   2 2cos sin 1i te t t        . 

Поэтому функция p te , как произведение бесконечно малой функции на огра-
ниченную функцию, является бесконечно малой при t   , т.е. lim 0p t

t
e


 . 

Итак, мы получили:                  1t p   или 11 p . 

Во второй формуле мы по договоренности опустили множитель  t . 
Пример 7.5. Найти изображение функции ( )qte t . 
Решение. Функция ( )qte t  является оригиналом с показателем роста 0 Res q  
(пример 7.3). Поэтому ее изображение  F p  определено в области Re Rep q . 
Найдем это изображение: 

   
 0 0 0

1( )
q p tq p tqt p t eF p e e dt e dt p qq p

         . 

Здесь, также как в предыдущем примере, можно показать, что  lim 0q p t
t

e 


 , 

так как  Re 0q p  . Итак,  
1( )q te t p q    или  1 Re Reqte p qp q  . 

Для перехода от оригинала к изображению (и для обратного перехода) надо 
знать свойства изображения.  

7.2. Свойства изображений 
1. Линейность 

 Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 1s ,  g t  есть оригинал с пока-
зателем роста 2s ,        ,f t F p g t G p  . Тогда   

       f t g t F p G p          ,  
где ,   − любые постоянные,  1 2Re max ,p s s . 
Действительно, по свойству оригиналов функция    f t g t     есть оригинал 
с показателем роста  1 2max ,s s s , поэтому в области  1 2Re max ,p s s  изобра-
жение оригинала    f t g t    существует. Вычислим его: 

                
0 0 0

.p t p t ptf t g t f t g t e dt f t e dt g t e dt F p G p       
  

            

Используя это свойство, можно показать, что 

 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

sin , cos Re Im

sh , ch Re Re .

pt t p
p p

pt t p
p p
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(по договоренности опускаем множитель  t ). 

Действительно, по формуле Эйлера  1sin 2
i t i tt e ei
    . 

Используя свойство линейности и пример 7.5, получим 
     2 2 22

1 1 1 1sin , Re Re Im2 2
p i p it p ii p i p i i p i p

       
              

. 

Аналогично, например, 

   2 2
1 1 1 1ch , Re Re Re2 2

t t pt e e pp p p
     

             
. 

2. Свойство подобия 
Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 0s  и    f t F p . Тогда 

    0
1 , 0, Ref t F p p s       . 

Действительно,        
0 0

1 1
p

pt t pf t f t e dt f e d F
dt d

 
      

   
   

  , причем, 

так как  f t  есть оригинал с показателем роста 0s , то его изображение суще-
ствует в области 0Re p s . 

3. Дифференцирование оригинала  
Пусть    nf t  есть оригинал с показателем роста 0s . Тогда    1 ,nf t     2 ,nf t …, 

   ,f t f t  есть оригиналы с показателями роста 0s , причем, если    f t F p , то 

     
       
             

2

11 2

0 ,

0 0 ,....,

0 0 ... 0 ,n nn n n

f t pF p f

f t p F p p f f

f t p F p p f p f f  

  

   

     

  

где          
0

0 lim 1, 2,3,...k k
t

f f t k


   и 0Re p s . 

Действительно, если    nf t  есть оригинал с показателем роста 0s , то из свойств  

оригиналов следует, что            1 1

0

0
t

n n nf d f t f     , а следовательно и    1nf t , 

есть оригинал с показателем роста 0s . Аналогично,            2 1 1

0

0
t

n n nf t f d f      

является оригиналом с показателем роста 0s  и т.д. 
Найдем изображение оригинала  f t . Для этого воспользуемся определением  

изображения и методом интегрирования по частям: 

   
     

   
0

0 0

p tp t dtp t p t p tdu peu e
f t f t e dt f t e p f t e dt

dv f t dt v f t dt f t

 
 


  

     
    

. 

Оценим функцию   p tf t e , где p s i  . Так как   0s tf t M e  и 1i te   , то 



 53

   00 0 s s ts t s tpt st i t s tf t e M e e e M e e M e             . 

Предел этой функции при t    равен нулю, так как 0Res p s  . Поэтому 
         0 0 0f t f pF p pF p f      . Пользуясь полученным изображением про-

изводной и учитывая, что     f t f t   , находим  

             20 0 0 0f t p p F p f f p F p p f f           и т.д. 

Пример 7.6. Найти изображение  F p  функции   2sinf t t . 

Решение. Продифференцируем это равенство:  
  2sin cos sin 2f t t t t   . 

Перейдем к изображениям:  
       2 2 2

0

2 20
2 4

p F p f F p
p p p



   
 

. 

4. Интегрирование оригинала  
Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 0s ,    f t F p , 0Re p s . Тогда 

   
0

.
t F pf d p    

Таким образом, при интегрировании оригинала его изображение делится на p . 

Действительно, рассмотрим функцию    
0

t
g t f d    и ее изображение  G p . Извест-

но, что    g t f t  . Перейдем в этом равенстве к изображениям, учитывая свойство 3: 

             0

0
0 , 0 0 F pp G p g F p g f d G p p       . 

Пример 7.7. Доказать, что 1
!

n
n nt

p  .  

Решение. Применим n  раз свойство 4, учитывая, что 11
p

 . Тогда получим: 

2

2 32 3 2
3 4 1 1

0 0 0

1 / 1 / 1 /1 1 1 1 !1 , , ,..., .2 2 3 2 !

t t t n n
n n

p p pt t t nt d d d tp p p np p p p p
                   

 

5. Дифференцирование изображения  
Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 0s ,    f t F p , 0Re p s . Тогда 

                   2, ,..., .nnF p t f t F p t f t F p t f t         

т.е. при дифференцировании изображения его оригинал умножается на  t . 
Действительно, функция  F p  в области 0Re p s  является аналитической и 

ее можно дифференцировать по p , причем, в силу равномерной сходимости 
интеграла, дифференцирование по p  можно провести под знаком интеграла: 
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/

/

0 0 0

p t pt p t
p

p

F p f t e dt f t e dt t f t e dt t f t
  

  
 

            
 
   , 

                
/ 2 2

0 0

pt p t
p

F p F p t f t e dt t f t e dt t f t
 

                 … . 

Пример 7.8. Найти изображение оригиналов sin , cost t t t   . 
Решение. Учтем, что 2 2 2 2sin , cos pt t

p p
 
 

 
 

. Умножим оригиналы на  t . 

При этом их изображения нужно продифференцировать по p , т.е. 

 
 

 
 

2 2 22 2

2 2

2 2 22 2

2sin ,

cos .

pdt t dp p p
p pdt t dp p p


 


 

        
         

 

Следовательно, 
   

2 2

2 22 2 2 2

2sin , cosp pt t t t
p p

  
 

   
 

.  

6. Интегрирование изображения  

Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 0s ,    f t F p , 0Re p s . Тогда 

   
p

f tF p dp t



    

при условии, что   1 f t
t  является оригиналом,     

Re
2 lim

q

q
p p

F p dp F p dp



  , при-

чем путь интегрирования лежит в области 0Re p s . 

Действительно, рассмотрим функцию    f tg t t  и ее изображение  G p . 
Учитывая свойство 5, получим:  

           f tG p t g t t f tt       . 
С другой стороны,  

   F p f t   . 
Сравнивая эти два равенства, получим:     F p G p  . 
Проинтегрируем это равенство, выбирая путь интегрирования в области 

0Re p s , где изображение существует и аналитично: 

           
Re Re

lim lim
q

q q
p p p

F p dp G p dp G p dp G q G p G p
 

 
             . 

Здесь мы воспользовались тем, что  
Re

lim 0
q

G q


  из следствия к теореме 7.1. 

Пример 7.9. Найти изображение интегрального синуса  
0

sinsi
t tt dt

t
  . 
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Решение. Так как 2
1sin

1
t

p



, то из свойства 6, а затем из свойства 4 следует: 

 2
02 2

sin 1 sin 1arctg arctg , si arctg
1

t

p
p

t tdp p p t dt p
t t pp

 
             . 

7. Запаздывание оригинала  

Пусть    f t t  есть оригинал с показателем роста 0s  и       0, Ref t t F p p s   . 
Тогда при запаздывании оригинала на время   (рис. 33) его изображение 
умножается на pe  , т.е. 

       0 .pf t t F p e         

Действительно, используя определение изображения и 
учитывая, что   0t    при t  , имеем: 

         
0

.pt p tf t t f t t e dt f t e dt


      
 

            

Сделав в интеграле замену t    , dt d , получим  

           
0 0

.p p p pf t t f e d e f e d e F p          
 

              

Следствие (о единичной функции отрезка) 
Единичная функция   ,a b t  отрезка  ,a b , равная единице на от-

резке  ,a b  и нулю вне этого отрезка (рис.34), представима в виде  

      ,a b t t a t b                                (7.3) 

и имеет изображение   ,
1 1 .pa pb

a b t e ep p     

Действительно, рассмотрим функции  t a  ,  t b   (рис.35). На 
интервалах  , a  и  ,b    их значения совпадают, а разность 
равна нулю. На отрезке  ,a b  их разность равна 1 . Следовательно, 

      ,a b t t a t b      . 
Этот оригинал часто используется в приложениях.  
Найдем его изображение, используя соотношение   1

pt   и свой-

ство запаздывания оригинала:    ,
1 1p a p b

a b t e ep p    . 

Пример 7.10. Найти изображение треугольного импульса (рис. 36). 
Решение. Исходная функция  f t  равна сумме двух вспомогательных функций 

 1f t  и  2f t  (рис. 37 и 38). Функция  1f t  равна t  на отрезке  0, 2  и нулю вне 
этого отрезка т.е.      1 0, 2f t t t  . Функция  2f t  равна 4 t  на отрезке  2, 4  и 
нулю вне этого отрезка, т.е.        2 2, 44f t t t   . Таким образом, 

 0  

 ( )f t t  

t  
Рис.33 

 ( )f t t      

α  

0  

  ,a b t  1 

Рис.34 
t
 

а  b  

0  

 t a   
1 

t
 

а  b  

0  

1 

Рис.35 
t
 

b  

 t b   
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               1 2 0, 2 2, 44f t f t f t t t t t        . 
Воспользуемся соотношением (7.3): 

           
         

2 4 2 4

2 2 2 4 4 .

f t t t t t t t

t t t t t t

   

  

                
         

 

Оригинал  t t  имеет изображение 2
1
p

. Для оригиналов, запаз-

дывающих соответственно на 2  и 4 , это изображение надо 
умножить на 2pe  и 4pe . Поэтому   2 4

2 2 2
1 1 12 p pf t e e
p p p

       . 

8. Смещение изображения  
Пусть  f t  есть оригинал с показателем роста 0s ,    f t F p , 

0Re p s . Тогда 
      0, Re .tF p f t e p s       

Таким образом, при смещении изображения на  , оригинал 
умножается на te . Действительно, 

         
0 0

p tt t ptf t e f t e e dt f t e dt F p  
 

             

и интеграл сходится, если   0Re p s  . 
Пример 7.11. Найти изображение оригинала n tt e .  
Решение. Применяя свойство 8 к известному уже соотношению 1

!n
n
nt

p  , получим  

  1
!n t

n
nt e

p


 


 . 

9. Изображение периодического оригинала 
Пусть оригинал  f t  с показателем роста 0s  имеет период T ,    f t F p . Тогда 

    0
0

1 , Re
1

T
p t

pTf t f t e d t p s
e


  

  .  

Действительно,           1 2
0 0

T
p t pt p t

T
f t F p f t e d t f t e d t f t e d t I I

 
             . 

Сделав во втором интеграле 2I  замену t T  , dt d , получим  

   
 

     2
0 0

p Tpt pT p pT

T f

I f t e d t f T e d e f e d e F p 



   
  

    



            

           

   

1 2
0 0

0

1

1 .
1

T T
p t pT pT p t

T
pt

pT

F p I I f t e d t e F p F p e f t e d t

F p f t e d t
e

   




         

 


 


 

Пример 7.12. Найти изображение периодического с периодом T  прямоугольного 
 импульса  f t  величины A  и продолжительности / 2T  (рис. 39).  

 0  

2  

2  4  

Рис.36 

 f t

t  

 1f t

Рис. 38 

2  4  

 0  2  4  

t  

t  

0  

 2f t

Рис. 37 
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Решение. Применяя свойство 9, получим: 

   

 

/2

0 0
/2 /2

/2
0

1 1
1 1

1 1 .
1 1 1

T T
p t p t

pT pT

t Tpt pT
pT pT pT

t

F p f t e d t A e d t
e e

e A e AA p pe e p e

 
 

 
  



    
 

      

 
 

10. Свертка функций и ее изображение 
Cверткой функций  f t  и  g t  называют функцию 

       
0

t
f t g t f g t d      .  

Отметим следующие свойства свертки.  
1). Свертка симметрична, т.е.        f t g t g t f t   .  
Действительно,  

                   
0

0 0
.

t t

t

t q
f t g t f g t d f t q g q dq g q f t q dq g t f t

d d q


  

 

             
   

2). Свертка оригиналов является оригиналом. 
Действительно,  

а) при 0t   имеем:        
0

0
t

f t g t f g t d       , т.к.   0f    при 0t   , 

б) свертка кусочно непрерывных функций является кусочно непрерывной функцией, 
в) если    ,f t g t  есть оригиналы с показателями роста 1 2,s s ,  то  

         

             

21
1 2 1 2 1 2

0 0 0

, max ,

,

s t s ts s st

M
t t t

s tst st st t

f g t M e M e M M e e Me s s s

f t g t f g t d f g t d M e d Me t Me e Me

  



 

      

 





       

            


 

т.е. свертка оригиналов является оригиналом с показателем роста  1 2max ,s s s . 
3). Изображением свертки функций является произведение их изображений; 
более точно, если            1 2Re , Ref t F p p s g t G p p s    , то 

         1 2, Re max , .f t g t F p G p p s s      

Действительно, 

             

0 0 0
.

p t

t
p tpt p

e
f t g t f t g t e d t f g t d e e d t  



 
  



 
          

  
     

Имеем двойной интеграл по области 0 ,
:

0
t

D
t
 

   
 (рис. 40). 

Поменяем в двойном интеграле порядок интегрирования, затем во внутреннем 
интеграле сделаем замену ,t d t d     : 

0  

 f t  
A  

Рис.39 

t
 2

T  T  
… 

  t   

Рис.40 
t  0  
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0 0 0

.p tp p pf t g t f e d g t e dt f e d g e d F p G p  


      

   
   

   
            

      
   

Пример 7.13. Найти изображение функции    
0

sin
t

t t d      . 

Решение. Данную функцию можно записать в виде свертки   sint t t   . Так как 

2 2
1 1, sin

1
t t

p p
 


, то изображением свертки данных функций является произведе-

ние их изображений, т.е.   2 2
1 1sin

1
t t t

p p
    


. 

Пример 1.4. Найти оригинал по его изображению  
 22

1

1
F p

p



. 

Решение. Имеем  
 2 2 22

1 1 1
1 11

F p
p pp

  
 

, где 2
1 sin

1
t

p



. Следовательно, 

   

   

2 2
0 0

0

1 1 1sin sin sin sin cos 2 cos
21 1

1 1 1 1 cos sin cossin 2 cos sin sin .
4 2 4 4 2 2

t t

t

t t t d t t d
p p

t t t t tt t t t




    

 




            

         
 

 
 

11). Формула Дюамеля 
Пусть            1 2Re , Ref t F p p s g t G p p s    . Тогда 

             1 20 , Re max , .p F p G p f t g t f t g p s s       

Действительно, 
                     0 0 0 .p F p G p p G p g F p g F p f t g t f t g              

Все основные правила и формулы операционного исчисления, рассмот-
ренные выше, удобно свести в следующую таблицу. 

№ оригинал изображение  № оригинал изображение 

1    f t g t      F p G p    12 1  1
p  

2  f t     0p F p f   13 nt  1
!

n
n

p   

3  f t       2 0 0p F p pf f     14 te  1
p   

4  
0

t
f t dt  

 F p
p   15 sin t  2 2p




 

5    nt f t     nF p   16 cos t  
2 2

p
p 
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6  f t
t   

p
F p dp



   17 sh t  2 2p



 

7    f t t        pF p e    18 ch t  2 2
p

p 
 

8   tf t e   F p    19 sint t  
 22 2

2 p
p




 

9        
0

t
f t g t f g t d          F p G p   20 cost t  

 
2 2

22 2

p
p






 

10        0f t g t f t g       p F p G p    21 sht t  
 22 2

2 p
p




 

11  f t  с периодом T   
0

1
1

T
pt

pT f t e d t
e


 

    22 cht t  
 

2 2

22 2

p
p






 

Более подробные таблицы приведены, например, в [2], [6], [7]. 

7.3. Восстановление оригинала по его изображению 

При решении задач с использованием преобразования Лапласа сначала пере-
ходят от уравнения для оригинала к более простому уравнению для его изображе-
ния, из которого находят изображение. Затем по этому изображению восстанавли-
вают оригинал. Рассмотрим различные способы восстановления оригинала. 

Сведение изображения к табличным изображениям 
а) представить изображение в виде суммы табличных изображений (например, 
разложив дробь на простейшие дроби), 
б) представить изображение в виде произведения табличных изображений 

           1 2 1 2F p F p F p f t f t f t     ,                            (7.4) 

               1 2 1 2 1 2 0 ,F p p F p F p f t f t f t f t f                         (7.5) 
в) использовать свойства запаздывания оригинала и смещения изображения 

          ,pF p f t F p e f t t                                          (7.6) 
        ,tF p f t F p f t e                                            (7.7) 

г) использовать изображение периодического оригинала с периодом T , т.е. если 

   
1 pT
G p

F p
e




,                                                    (7.8) 

то по изображению  G p  восстановить оригинал  g t  на отрезке  0,T  и продол-
жить этот оригинал периодически. 
Пример 7.15. Найти оригинал по его изображению  

 
3

2
1

1
pF p e

p
 


. 
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Решение. Воспользуемся табличным изображением 2
1 t
p

  и формулами (7.7), (7.6):  

 
 

 
     33

2 2
1 1 3 3

1 1
tt pt e t e t e t

p p
       

 
. 

Пример 7.16. Найти оригинал по его изображению  
   

3

2 2
3 5

1 2 10
p pF p

p p p
 


  

. 

Решение. Разложим дробь на простейшие дроби: 

 
     

        

3

2 2 22

23 2 2

3

2

3 5
1 2 101 2 10 1

3 5 1 2 10 2 10 1

1 9 9 1 1
1 1 2 / 3

0 3 2 1 1 / 3
5 10 10 10 5 5 / 30

p p A B Cp DF p
p p pp p p p

p p A p p p B p p Cp D p

p B B B
p A C A C A

A B C D A D Cp
A B D A D Dp

  
    

     

            

       
    

  
       

       

 

 
   

 
 2 2 2 2

1 62 1 1 1 5 2 1 1 1 .
3 1 3 3 1 32 101 1 1 9

ppF p
p pp pp p p

 
         

     
 

Воспользуемся табличными изображениями и свойством (7.7): 

 

2 2 2
1 1 3, , cos3 , sin3

1 9 9
2 1 2cos3 sin3 .
3 3 3

t

t t t t

pe t t t
p p p p

f t e t e t e t e



   

    
  

     
 

Пример 7.17. Найти оригинал по его изображению  

   
1 pT
G p

F p
e




, где   /2
2 2

1 1 1
2

pTTG p e
pp p

 
    

 
. 

Решение. Изображение имеет вид (7.8), поэтому искомый оригинал есть периоди-
ческая функция с периодом T , которая на отрезке  0,T  совпадает с оригиналом 
 g t  изображения  G p . Оригинал  g t  найдем, используя свойство линейности, 

соотношение (7.6) и табличные изображения    2
1 1,t t t

pp
    : 

     
, 0 / 2,
0, / 2.2 2 2 2
t t TT T T Tg t t t t t t t t t

t T
   

                                  
Искомый оригинал  f t  получается при периодическом продолжении 
оригинала  g t  с отрезка  0,T  на положительную полуось t  (рис. 41). 

Отыскание оригинала по формуле Меллина 
Пусть  F p  в области 0Re p s  является изображением ориги-

нала  f t  с показателем роста 0s . Тогда в точках непрерывности 
функции  f t  справедлива формула Меллина: 

 0  

 f t

t  
2

T
 

T  

2

T
 

Рис. 41 

...  

Im p

Re p
 

Рис.42 

0s  

s i b  

s i b  
s  
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     1 1 lim
2 2

s i s i b
pt pt

b
s i s ib

f t F p e dp F p e dp
i i 

  


  

   , 

где интеграл берется вдоль любой прямой 0Re p s s   (рис. 42).  
Доказательство формулы Меллина мы опустим. Отметим, что непосред-

ственное применение формулы Меллина обычно затруднительно. Однако при 
некоторых дополнительных условиях интеграл Меллина может быть вычислен 
с помощью вычетов. 

Отыскание оригинала с помощью вычетов 

Теорема 7.2. Пусть  
1) функция  F p  является изображением оригинала  f t  с показателем роста 0s ,  

2) функция  F p  является аналитической в комплексной плоскости, за исключени-
ем конечного числа изолированных особых точек 1 2, ,..., np p p  из области 0Re p s ,  

3)    F p R  на полуокружности  0
,

:
Re ,R
p s R

s s
p s


 




 и   0 приR R   . 

Тогда                                              
1

Res , 0.
k

n
pt

p pk
f t F p e t


                                        (7.9) 

Доказательство. Рассмотрим замкнутый контур  , состоящий из отрезка 
 ,s i R s i R   и полуокружности R  (рис. 43). Выберем R  
настолько большим, чтобы особые точки 1 2, , , np p p  попали 
внутрь контура  . По теореме (6.1)  

   
1

2 Res
k

n
pt pt

p pk
F p e dp i F p e







     . 

С другой стороны, по свойству аддитивности интеграла 

     
R

s iR
pt pt pt

s iR
F p e dp F p e dp F p e dp

 




    . 

Сравнивая эти два равенства, получим: 

     
1

2 Res
k

R

s iR n
pt pt pt

p pks iR
F p e dp F p e dp i F p e








       .                (7.10) 

На полуокружности R  по условию теоремы функция  F p  удовлетворяет 
условиям леммы Жордана, поэтому из леммы Жордана следует, что  

  0 , 0при
R

ptF p e dp R t


   . 

Тогда равенство (7.10) в пределе при R   примет вид:  

   
1

2 Res
k

s i n
pt pt

p pks i
F p e dp i F p e

 

 

     . 

 0  

 p  

s i R

1p  

np  

R  

s i R  

s
 

Рис. 43 



 62

Учитывая формулу Меллина, получим: 

     
1

1 Res , 02 k

s i n
pt pt

p pks i
f t F p e dp F p e ti

 

 

      

Следствие. Пусть функция    
 

k

n

R p
F p

Q p
  есть отношение двух многочленов, k n  и 

1 2, , , np p p  есть нули знаменателя  nQ p . Тогда  

   
1

Res
k

n
pt

p pk
f t F p e


    . 

Доказательство. Запишем функцию    
 

k

n

R p
F p

Q p
  в виде  

   
 

 
   

11 0 10 1
1 1

0 1 0 1

...... 1 ,
... ...

k kk k kk k
n n n kn n

n n n

p a a p a pR p a p a p aF p p
Q p b p b p b pp b b p b p


 

  

    
    

     
 

где  
 
 

1
0 1

1
0 1

...

...

k
k

n
n

a a p a p
p

b b p b p


 

 

  


  
. 

Так как   0

0
lim
p

ap
b




 , то  p M   при условии, что p R . Поэтому 

     1
n k n k

MF p p R
Rp

      . 

Так как 0n k  , то   0 приR R   , и можно применить теорему 7.2: 

   
1

Res .
k

n
pt

p pk
f t F p e


  

Пример 7.18. Найти оригинал по его изображению  
   2

1
4 3

F p
p p


 

. 

Решение. Изображение  F p  является правильной дробью, имеет две особые точ-
ки: 4p    полюс второго порядка, 3p    полюс первого порядка. Используя след-
ствие из теоремы 7.2, найдем оригинал: 

       
   

 
   

 
   

 

/2

2 24 34 3

4 3
2 24 3

4 3
Res Res lim lim

4 3 4 3

3
lim lim 1 .

3 4

pt pt
pt pt

p pp p
p

pt pt pt
t t

p p

e p e p
f t F p e F p e

p p p p

e t p e e e t e
p p

  

 

                              

     
        

       

 

Этот оригинал можно было найти, разлагая  F p  на простейшие дроби. 

Отыскание оригинала с помощью разложения в ряд 
Пусть  функция  F p  в окрестности  бесконечно удаленной точки разложима в ряд  

  0 1 2
2 3 1

0
... n

n
n

c c c cF p
p p p p






     . 
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Тогда  F p  является изображением оригинала  

  21 2
0

0
...

1! 2! !
nn

n

c c cf t c t t t
n




     .                                    (7.11) 

Эта формула основана на том, что 1
1

!

n

n
t
np   . Строгое обоснование формулы мы 

приводить не будем. 

Пример 7.19. Найти оригинал по его изображению  
2

1

1
F p

p



. 

Решение. Функция  F p  имеет две особые точки ,p i p i    и является анали-
тической в окрестности бесконечности 1p  . Для разложения функции  F p  в 
ряд в этой окрестности представим функцию  F p  в виде 

   
1/2

1/22
22

1 1 11 1
1

F p p
p pp


  

      
 

 

и воспользуемся стандартным разложением  

         2 31 1 2
1 1 ... 1

1! 2! 3!
x x x x x        

       . 

Тогда в окрестности бесконечности 1p   имеем 2
1 1
p

  и 

     1/2

2 2 4 3 2 5
1/ 2 3 / 21 1 1 1 / 2 1 1 1 1 1 31 1 ... ...

1! 2! 2 2!2
F p

p p pp p p p p


     

              
   

 . 

С учетом формулы (7.11), оригинал  f t  будет иметь вид: 

 
 

   
 

22 4 2 4

2 2 2 24
0

/ 21 1 31 ... 1 ... 1
2 1! 2! 4!2 2! 2 1! 2 2! !

n
n

n

tt t t tf t
n






          

   
 . 

Сумму этого ряда называют функцией Бесселя нулевого порядка и обозначают  0J t . 

7.4. Применение операционного исчисления 

Использование операционного метода основано на том, что при переходе от 
оригинала к изображению операции дифференцирования и интегрирования за-
меняются более простыми операциями умножения и деления. Поэтому опера-
ционный метод удобно применять для решения дифференциальных и инте-
гральных уравнений. При этом следует:  

1) перейти от оригиналов к их изображениям (исходное дифференциальное 
или интегральное уравнение для оригиналов перейдет в более простое 
уравнение для изображений – операторное уравнение); 
2) из операторного уравнения найти изображение; 
3) по изображению восстановить оригинал.  
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Решение линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим задачу Коши 

       
   0 1

,
, , .

0 , 0 ,
постоянныеa x t b x t c x t f t

a b c
x x x x

   
  

 

1). Перейдем от оригиналов к их изображениям, полагая        ,x t X p f t F p  : 
   
     
       2

,

0 ,

0 0 .

x t X p

x t pX p x

x t p X p p x x

 
   

   

 

Умножая первое соотношение на c , второе – на b , третье – на a  и складывая, получим: 
              

0 1

2 0 0
x x

a x t b x t c x t X p a p bp c x ap b a x
 

          . 

С другой стороны,          a x t b x t c x t f t F p     .  
Сравнивая эти два соотношения, получим операторное уравнение 

       2
0 1X p a p bp c x ap b a x F p      . 

2). Решая операторное уравнение, найдем изображение 

     0 1
2

F p x ap b a x
X p

a p bp c
  


 

. 

3). По изображению  X p  восстановим оригинал  x t . 

Замечания. 
1). Случай дифференциального уравнения n го порядка с постоянными коэффи-
циентами принципиально ничем не отличается от случая уравнения 2-го порядка. 
2). При операционном методе решения, в отличие от классического метода, по-
лучаем частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям, 
минуя получение общего решения. 
3). Для получения общего решения уравнения нужно считать начальные значе-
ния не заданными, а произвольными постоянными, т.е.    1 20 , 0x c x c  . 
4). Операционный метод применим и когда функция  f t  кусочна непрерывна.  

5). Если начальные условия заданы при 0 0t t  , то сначала нужно сделать за-
мену 0t t   . При этом          ,t t ttx t x t x t x t x t           . 

Пример 7.20. Решить задачу Коши: 
     
   

9 ,

0 0, 0 0,

x t x t f t

x x

  


 
 

если функция  f t  задана графиком (рис.44).  
Решение. 1). Перейдем ÷ от оригиналов к их изображениям, 
полагая        ,x t X p f t F p  . Тогда 

 0  

2  

2  4  

Рис.44 

 f t

t  
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2 2

2 4
2 2 2

,

0 0 ,
1 1 12 пример 7.10 .p p

x t X p

x t p X p p x x p X p

f t F p e e
p p p

 

    

   



 

Используя свойство линейности, перейдем в дифференциальном уравнении от 
оригиналов к изображениям: 

     2 9p X p X p F p  . 
2). Из полученного алгебраического уравнения найдем изображение 

   
     

2 4
2 2 2 2 2 2 2

1 1 12
9 9 9 9

p pF p
X p e e

p p p p p p p
       

   
. 

3). По изображению восстановим оригинал.  
Сначала найдем оригинал первого слагаемого 

   2 2 2 22 2
1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 sinsin

9 3 9 3 9 9 279 99
t tt t t

p p p pp p


                                  
. 

Второе и третье слагаемые в изображении  X p  отличаются от первого множителями 
2pe  и 4pe , значит, их оригиналы запаздывают по сравнению с предыдущим на 2  и 4 :  

 
   2

2 2
sin 21 2 2

9 279
p tte t

p p
  

    
  

,    
   4

2 2
sin 41 4 4

9 279
p tte t

p p
  

    
  

. 

Окончательно,              sin 2 sin 4sin 2 42 2 49 27 9 27 9 27
t tt t t tx t t t t                 

   
. 

Подставляя  
0, 0
1, 0

t
t

t



 


,  

0, 2
2

1, 2
t

t
t




  


,  
0, 4

4
1, 4

t
t

t



  


, получим: 

   

   

sin , 0 2,9 27
sin 2sin 22 , 2 4,9 27 9 27

sin 2 sin 4sin 2 42 , 4.9 27 9 27 9 27

t t t

tt t tx t t

t tt t t t t


   

          

 
                   

 

Решение линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами методом Дюамеля 

Метод Дюамеля выгодно применять при решении уравнения со сложной пра-
вой частью  f t  или при решении нескольких уравнений с одинаковыми левыми 
и различными правыми частями.   

Рассмотрим задачу Коши 
       

   
,

0 0, 0 0
a x t b x t c x t f t

x x
   

  
                              (7.12) 

с нулевыми начальными условиями и постоянными коэффициентами , ,a b c . 
Рассмотрим вспомогательную задачу Коши 
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1 1 1

1 1

1,
0 0, 0 0

a x t b x t c x t
x x
   

  
                              (7.13) 

с нулевыми начальными условиями и правой частью, равной единице. 
Перейдем в задачах (7.12) и (7.13) от оригиналов к их изображениям, полагая 

           1 1, ,x t X p x t X p f t F p    и учитывая, что        2, ,x t pX p x t p X p    11
p

 . 

Получим следующие операторные уравнения: 
     2X p a p bp c F p   ,                                   (7.14) 

  2
1

1X p a p bp c
p

   .                                       (7.15) 

Поделим эти уравнения:    
         1

1

X p
p F p X p p F p X p

X p
   . 

Применив формулу Дюамеля (формула №10 из таблицы изображений), получим: 
             1 1 1

0
0x t f t x t f t x f t x t



       . 

Итак, для решения задачи (7.12) нужно: 

1) рассмотреть вспомогательную задачу (7.13) с правой частью, равной единице 
     
   

1 1 1

1 1

1,
0 0, 0 0;

a x t b x t c x t
x x
   

  
                                                        

2) в задаче (7.13) перейти к изображениям   2
1

1X p ap bp c
p

    и  восстано-

вить оригинал  1x t  по его изображению  1 2
1p X p

a p bp c


 
; 

3) решение исходной задачи (7.12) найти по формуле 

         1 1
0

t
x t f t x t f x t d        . 

Замечание 

Если начальные условия не являются нулевыми, то нужно их сделать нулевы-
ми с помощью замены    y t x t t     и подбора чисел ,  . 

 

Пример 7.21. Решить задачу Коши 
   

   
2

1 ,
4 sin

0 0, 0 0.

x t x t
t

x x

   
 


 


 

Решение. Для функции   2
1

4 sin
f t

t



 изображение найти сложно. Поэтому 

применим метод Дюамеля. Для этого запишем вспомогательную задачу с пра-
вой частью, равной единице: 

   
   

1 1

1 1

1,

0 0, 0 0.

x t x t

x x
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Перейдем от оригиналов к их изображениям, полагая    1 1x t X p  и учитывая, 

что        2
1 1 1 1, ,x t pX p x t p X p    11

p
 . Получим: 

      2
1 1 12

1 11 sin
1

X p p p X p x t t
p p

     


. 

Решение исходной задачи найдем по формуле 

           1 1 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

0

1 sin
4 sin

cos sin sin cossin cos sin cos
4 sin 4 sin 4 sin 5 cos

5 cos1 sin cos sin sin cossin arctg ln arctg l2 2 2 22 5 5 cos 2 5

t t

t t t t

t

x t f t x t f x t d t d

d dt d t d t t

t t t t tt




    


    
   








         


    
   

     


 

   

5 cos 5 1n ln .
5 cos 5 1

t
t

     

 

Решение систем линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Операционный метод решения системы линейных дифференциальных 
уравнений аналогичен методу решения одного линейного дифференциального 
уравнения. Переходя от оригиналов к изображениям, получим систему линей-
ных алгебраических уравнений; решим ее одним из известных способов, 
например, методом Гаусса, или по формулам Крамера; затем по найденным 
изображениям восстановим оригиналы. 
Пример 7.22. Решить задачу Коши для системы дифференциальных уравнений 

     
2 2 1 2 ,

0 0 0 0.
2 0 ,

x y x y t
x y x

x y x
     

      
 

Решение. 1). Перейдем от оригиналов к изображениям.  
Пусть        ,x t X p y t Y p  .  Тогда 

       

         
       

2 2

0 ,

0 0 ,

0 .

x t p X p x p X p

x t p X p p x x p X p

y t pY p y pY p

   

    

   

 

Учтём еще, что 2
1 21 2t p p

   . Тогда дифференциальные уравнения для оригина-

лов перейдут в алгебраические уравнения для изображений: 

2
2

1 22 2 ,

2 0,

p X pY X Y p p
p X pY X

     

   

         или               

 
2

2

22 2 ,

1 2 0.

pX p Y p
p

X p pY

 
   


   


 

Сократим первое уравнение на 2p  :   
2

2

1/ ,

1 2 0.

X Y p

X p pY

  


  

. 

2) . Найдем изображения X и Y из этой системы алгебраических уравнений:  

 2
2

1
X

p p



,    2

1Y X
p

  . 
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3) . По изображениям восстановим оригиналы. Для этого функцию  X p  раз-
ложим на простейшие дроби  

   2 2
2

11 1
A B C
p pp p p

   
.                               (7.16) 

Приведем к общему знаменателю и приравняем числители:  
   22 1 1A p B p p C p     . 

Это равенство верно при любом p . В частности, при 0p   получим 2 A , при 
1p    получим 2 C  . Приравняв коэффициенты при 2p , получим 0 A B  , от-

куда 2B   . Подставляя найденные коэффициенты в разложение (7.16), получим: 

 
 2

2 2 2
1 1

X p p p p
   

. 

Теперь воспользуемся табличными изображениями: 1 1p  , 1
1

tep
 . Так как 2

1 t
p

 , 

то 
 2

1
1

tt e
p




 (формула №8 из таблицы изображений) и   2 2 2t tx t e t e    .  

Из равенства 2
1Y X
p

   получим:     2 2 2t ty t x t t e t e t        

Окончательно имеем: 
 
 

2 2 2 ,

2 2 2 .

t t

t t

x t e t e

y t e t e t

 

 

   


   
 

Решение интегрального уравнения типа свертки 

Интегральным уравнением называют уравнение, в котором неизвестная 
функция входит под знак интеграла. Мы рассмотрим лишь интегральное урав-
нение типа свертки, т.е. уравнение вида  

       
0

t
x t f t g t x d      . 

При 0   уравнение называют интегральным уравнением Вольтера 1-го рода. 
При 0   уравнение называют интегральным уравнением Вольтера 2-го рода. 
    В этом уравнении интеграл представляет собой свертку функций  x t  и  g t , 
поэтому уравнение удобно записать в виде        x t f t x t g t     и решать опе-
рационным методом, переходя от оригиналов к изображениям.  

Пусть            , ,x t X p f t F p g t G p   . Тогда свертка функций  x t  и  g t  
имеет изображение    X p G p . При этом интегральное уравнение для оригина-
ла перейдет в алгебраическое уравнение для его изображения: 

       X p F p X p G p    . 

Найдем изображение  X p  из этого уравнения:     
 

F pX p G p


. 

По изображению восстановим оригинал  x t . 

Пример 7.23. Найти функцию  x t  из уравнения     2

0
sin sin

t
t x d t    . 
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Решение. В этом уравнении интеграл представляет собой свертку функций  x t  
и sin t , поэтому уравнение удобно записать в виде   2sin sinx t t t  .  

1). Перейдем от оригиналов к изображениям. Пусть    x t X p . Из таблицы изоб-

ражений имеем: 2
2 2

1 cos21 1 1sin , sin 2 21 4
t pt t pp p

       
. Тогда свертка функций 

 x t  и sin t , имеет изображение   2
1

1
X p

p



. При этом интегральное уравнение для 

оригинала перейдет в алгебраическое уравнение для его изображения: 

  2 2
1 1 1

21 4
pX p pp p

 
     

. 

2). Найдем изображение  X p  из этого уравнения: 

   
2 2

2 2
1 11 4

2 24 4
p p pX p p p p p

        
 

3). По изображению восстановим оригинал. Для этого числитель представим в 
виде  2 2 24 4 4 3p p p    . Тогда 

   
 

 
2 22

22 2

4 34 41 1 1 1 32 2 2 44 4

p pp pX p p pp p p p

            
. 

Получили сумму табличных изображений. Используя свойство линейности 
можно записать оригинал  

   1 1 3cos2
2

x t t  . 

Вычисление несобственных интегралов 
 Пусть оригинал  f t  с показателем роста 0s  имеет изображение  F p . 

Тогда из определения изображения следует, что  

   
0

p tf t e d t F p


    в области 0Re p s .            (7.17) 

Пример 7.24. Вычислить интегралы 5 4

0 0

cos4 , sin2 .t tt e d t t t e d t
 

     

Решение. Интеграл 5

0

cos4 tt e d t


  есть изображение оригиналаcos4 t  при 5p  , т.е. 

5
2 2

0 5

5cos4
414

t

p

pt e d t
p





  

 . 

Отметим, что условие 0Re p s  выполняется, т.к. 0Re 5, 0p s   (п. 7.2, свойство 1). 

Интеграл 4

0

sin 2 tt t e d t


  есть изображение оригинала sin 2t t  при 4p  , т.е. 
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4

2 22
0 4 4

2 2 2 1sin 2 .
254 4

t

p p

pt t e d t
p p




 

  
       

  

Здесь использована формула №5 из таблицы изображений. Отметим, что условие 
0Re p s  выполняется, т.к. 0Re 4, 0p s   (свойство 4 для оригиналов из п. 7.1 и 

свойство 1 для изображений из п. 7.2). 
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