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1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

1.1 Ñîñòîÿíèÿ. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Âåðîÿòíîñòè

è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ.

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàíî, êîãäà îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ å¼ ôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå (â ïðèíöèïå) ìîãóò áûòü èçìåðåíû îäíîâðåìåííî. 1

Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ îñíîâàí íà ïðèíöèïå äåòåðìèíèçìà , ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî ïðåäîïðåäåëÿþò ñîñòî-
ÿíèå ñèñòåìû âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîâåäåíèå êâàíòîâûõ ñèñòåì íå
ìîæåò áûòü ïîíÿòî íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà. Íàïðîòèâ, îïûò ïîêàçûâà-
åò, ÷òî â íàáîðå (àíñàìáëå) îäèíàêîâûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, ïîñòàâëåííûõ â
òîæäåñòâåííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (ñòåïåíü ýòîé òîæäåñòâåííîñòè ìîæíî
ïðîêîíòðîëèðîâàòü òîëüêî íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå !), ïî÷òè âñåãäà
áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðàçáðîñ ïî çíà÷åíèÿì ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûé
íå ìîæåò áûòü îáúÿñí¼í ïîãðåøíîñòüþ ýêñïåðèìåíòà. 2 Èñòî÷íèêîì òàêîé
ïðèíöèïèàëüíî íåóñòðàíèìîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
äëÿ íàáëþäåíèÿ âñÿêîãî ñîáûòèÿ, ïðîèñõîäÿùåãî â ìèêðîìèðå, åãî íåîá-
õîäèìî óñèëèâàòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óñòðîéñòâà, çàâåäîìî ñîñòîÿùåãî
èç ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ. Âçàèìîäåéñòâèÿ æå êàæäîãî
èç ýòèõ àòîìîâ ñ èçó÷àåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìîé ñíîâà ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ìèêðîñêîïè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, íå ïîääàþùèåñÿ �ïðÿìîìó� íàáëþäåíèþ è
ó÷¼òó. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè |ψ〉 âîçìîæíû
ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ |ϕk〉, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

|ψ〉 = α1 |ϕ1〉 + α2 |ϕ2〉 + . . . αn |ϕn〉 . . . . (1)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñîñòîÿíèå |ψ〉 ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñîñòîÿ-
íèé |ϕk〉. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ (1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè |ϕk〉 �

1Çäåñü ñëîâî îäíîâðåìåííî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íå çàâèñÿò îò ïî-
ðÿäêà, â êîòîðîì îíè ïðîèçâîäÿòñÿ. Ýòà îãîâîðêà âàæíà â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèÿìè
íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Òàê, äåêàðòîâà êîîðäíàòà x è êàíîíè÷åñêè - ñîïðÿæ¼ííûé ê íåé
èìïóëüñ px ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èçìåðåíû ñêîëü óãîäíî òî÷íî.
Ââèäó òîãî, ÷òî ïðîöåññ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû îáÿçàòåëüíî âíîñèò ñëó÷àéíóþ ïîãðåø-
íîñòü â èìïóëüñ (è íàîáîðîò), ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé x è px âñåãäà áóäóò çàâèñåòü îò
èõ ïîðÿäêà.

2Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F � èíòåãðàë äâèæåíèÿ,[
Ĥ, F̂

]
= 0, ãäå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí, à ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |ψ〉 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì

(ò.å. ñîáñòâåííûì äëÿ Ĥ, à çíà÷èò è äëÿ F̂ ). Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáðîñà ïî âåëè÷èíå F íåò:
âñå ñèñòåìû àíñàìáëÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì F = f .
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òàêèå âåêòîðà ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F , ò.å.

F̂ |ϕk〉 = fk |ϕk〉 ,

(k = 1, 2 . . .), òî ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ ñíà÷àëà â ñîñòîÿíèè (1), ìîæåò
ïðè èçìåðåíèè âåëè÷èíû F èíîãäà ïîêàçûâàòü îäíî, à èíîãäà � äðóãîå èç
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé fk. Âåðîÿòíîñòü (îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà) ïîÿâëåíèÿ
ðåçóëüòàòà F = fi â ñåðèè èçìåðåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì αi,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè :

Âåð.(F = fi) = |αi|2 = |〈ϕi|ψ〉|2 (2)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò îðòî-
íîðìèðîâàííûé íàáîð : 〈ϕi|ϕj〉 = δi j. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû F ïî
àíñàìáëþ ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì |ψ〉 ðàâíî:

〈F 〉ψ =
∑
i

Âåð.(F = fi) fi = 〈ψ|F̂ |ψ〉 (3)

1.2 Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñîñòîÿíèå ñèñòåìû åñòü |ψ〉0. Ñîñòîÿíèå
â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû |ψ〉t íàõîäèòñÿ èç íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà:

i ~
∂

∂t
|ψ〉t = Ĥ |ψ〉t, (4)

ãäå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Åñëè âðåìÿ íå âõîäèò â íåãî ÿâíûì îáðà-
çîì, ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

|ψ〉t = exp

(
− i
~

Ĥ t

)
|ψ〉0. (5)

Îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó â ïðàâîé ÷àñòè (ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì å¼ íà-
çûâàþò îïåðàòîðîì ýâîëþöèè) èíîãäà óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåí-
íî. Ýòî âîçìîæíî, êîãäà ãàìèëüòîíèàí Ĥ çàäàí â âèäå ìàòðèöû, èìåþùåé
ïðîñòûå ñâîéñòâà, íàïðèìåð åñëè Ĥn ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïðè íåêî-
òîðîì n > 0. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöó Â = ( 0 1

1 0 ), äëÿ
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êîòîðîé Â2 ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå Ê. Òîãäà

exp(α Â) = Ê + α Â +
1

2!
α2 Ê + . . .

=

(
∞∑
k=0

α2k

(2k)!

)
Ê +

(
∞∑
k=0

α2k+1

(2k + 1)!

)
Â =

(
coshα sinhα
sinhα coshα

)
.

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòàöèîíàðíûì
ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ïóñòü |φk〉 � ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ:

Ĥ |φk〉 = εk |φk〉, (6)

ãäå èíäåêñîì k ñîêðàù¼ííî îáîçíà÷åíà âñÿ ñîâîêóïíîñòü êâàíòîâûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê äèñêðåòíûìè, òàê è íåïðåðûâíûìè. Óðàâíåíèå
(6) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
exp

(
− i
~
Ĥ t
)
|φk〉 = exp

(
− i
~
εk t
)
|φk〉. Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

|ψ〉0 â âèäå ñóïåðïîçèöèè: |ψ〉0 =
∑

k ck |φk〉, ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ ðàâíû ck = 〈φk|ψ0〉 (çäåñü ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì k áåð¼òñÿ ñóììà,
ïî íåïðåðûâíûì � èíòåãðàë). Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì:

|ψ〉t =
∑
k

ck e
− i
~
εk t |φk〉. (7)

1.3 Óðàâíåíèå Ãàéçåíáåðãà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû îáû÷íî âûðàæàþòñÿ â âèäå ìà-
òðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ. Íà îñíîâàíèè (5) ìîæíî çàïèñàòü:

〈χt|F̂ |ψt〉 = 〈χ0|e
i
~
Ĥ t F̂ e−

i
~
Ĥ t|ψ0〉.

Â ýòîì âûðàæåíèè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìîæíî ïåðåíåñòè ñ âîëíîâûõ
ôóíêöèé íà îïåðàòîðû, ââîäÿ ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð

F̂ (t) = e
i
~
Ĥ t F̂ e−

i
~
Ĥ t. (8)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âåëè÷èíû F â ïðåäñòàâëåíèè Ãàé-
çåíáåðãà, èëè ãàéçåíáåðãîâñêèì îïåðàòîðîì. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî F̂ (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãàéçåíáåðãà:

d

dt
F̂ (t) =

i

~

[Ĥ, F̂ (t)] (9)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà F̂ . Åñëè
îïåðàòîð F̂ â ïðàâîé ÷àñòè (8) ñàì çàâèñèò îò t, ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
Ãàéçåíáåðãà äîáàâëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂F̂/∂t.
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1.4 Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ.

Ïóñòü À = A(q1, q2, . . . ; p1, p2, . . .), B = B(q1, q2, . . . ; p1, p2, . . .) � äâå êëàñ-
ñè÷åñêèå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò qi è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èìïóëüñîâ pi, à C � èõ ñêîáêà Ïóàññîíà:

C =
{
A, B

}
≡
∑
∀ i

(
∂A

∂pi

∂B

∂qi
− ∂A

∂qi

∂B

∂qi

)
.

Òîãäà îïåðàòîðû ýòèõ òð¼õ âåëè÷èí ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

Ĉ = − i
~

[
Â B̂

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè è èõ îïå-
ðàòîðàìè èìååò âèä: {

,
}
êëàññè÷. ⇔ −

i

~

[
,
]

(10)

1.5 Ìîìåíò èìïóëüñà.

Ïðèâåä¼ì äëÿ ñïðàâîê îñíîâíûå ôîðìóëû òåîðèè ìîìåíòà èìïóëüñà.
Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò

ìîìåíòà èìïóëüñà:

[L̂r, L̂s] = i~ εrst L̂t, (11)

ãäå εrst = ±1, åñëè íàáîð èíäåêñîâ {r, s, t} îáðàçóåò (÷¼òíóþ / íå÷¼òíóþ)
ïåðåñòàíîâêó è εrst = 0, åñëè ñðåäè èíäåêñîâ âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâûå.

Îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà:

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = L̂2

z + L̂z + L̂−L̂+ = L̂2
z − L̂z + L̂+L̂−, (12)

ãäå L̂± = L̂x ± iL̂y, [L̂+, L̂−] = 2 L̂z. Âûðàæåíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò:

L̂z = −i ~ ∂

∂φ
, (13)

L̂± = i ~ e±i φ
(
∓i ∂

∂θ
+ ctg θ

∂

∂φ

)
. (14)

Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ìîìåíòà íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L̂2, L̂z:

L̂2|l, m〉 = ~2 l (l + 1) |l, m〉, L̂z = ~m |l, m〉 (15)

L̂±|l, m〉 = ~2
√
l (l + 1) − m (m± 1) |l, m± 1〉. (16)
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Òàáëèöà 1: Íîðìèðîâàííûå ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè Yl,m =
Nl,m yl,m(θ, φ) = Nl,m yl,m(x, y, z) â ñôåðè÷åñêèõ è äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ (r =

√
x2 + y2 + z2).

l m Nl,m yl,m

0 0
1√
4π

1

1 0
√

3

4π
cos θ =

z

r

±1

√
3

8π
∓ sin θ e±i φ = ∓ x± iy

r

2 0
√

5

16π
3 cos2 θ − 1 =

3z2 − r2

r2

±1

√
15

8π
∓ sin θ cos θ e±i φ = ∓ z (x± iy)

r2

±2

√
15

32π
sin2 θ e±2i φ =

(x± iy)2

r2

Òàáëèöà 2: Ðàäèàëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà. ρn =
(2Z/n a0)r, ãäå a0 = ~2/me2 ' 0.519 �A� áîðîâñêèé ðàäèóñ

n l Rn, l(ρ)

1 0
(
Z
a0

)3/2

2 e−ρ1/2

2 0
(
Z
a0

)3/2
1

2
√

2
(2 − ρ2) e−ρ2/2

2 1
(
Z
a0

)3/2
1

2
√

6
ρ2 e

−ρ2/2

3 0
(
Z
a0

)3/2
1

9
√

3
(6− 6 ρ3 + ρ2

3) e−ρ3/2

3 1
(
Z
a0

)3/2
1

9
√

6
(4− ρ3) ρ3 e

−ρ3/2

3 2
(
Z
a0

)3/2
1

9
√

30
ρ2

3 e
−ρ3/2
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2 Îïåðàòîðíûé ôîðìàëèçì.

2.1. Ðàñêðîéòå ñêîáêè â îïåðàòîðíûõ âûðàæåíèÿõ: à)(
x +

d

dx

) (
x − d

dx

)
; á)

(
1
x

+
d

dx

)2

; c)
(
x
d

dx

)
; ä)

(
d

dx
x

)2

.

2.2. Âûðàçèòå êîììóòàòîð [AB, C] ÷åðåç [A, C] è [B, C]

2.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
èõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè: a) Sp(AB) = Sp(BA); á) Sp(AB C) =
Sp(C AB) è ò.ä.

2.4. Ïîêàæèòå, ÷òî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ âû-
ïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

(AB)+ = B+ A+.

2.5. à) Ïóñòü ai � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Â. Óïðîñòèòå ìàòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ∏

i

(
Â − ai Ê

)
,

ãäå Ê � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
á) Âûÿñíèòå ñìûñë îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ

∏
∀ ai 6=a0

Â − ai
a0 − ai

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ai, êðîìå îäíîãî
èçáðàííîãî (a0). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèòå åãî äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð |ψ〉, ðàçëîæèâ åãî ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |ai〉 îïåðàòîðà
Â.

2.6. Ïîëó÷èòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà
(
∂

∂θ

)+

, ãäå θ � óãîë ìåæäó

ðàäèóñ-âåêòîðîì r è îñüþ z â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2.7. Îïåðàòîð x-êîìïîíåíòû èìïóëüñà èìååò âèä: p̂x = −i ~ ∂

∂x
. Ïî àíàëî-

ãèè ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîð ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû

èìïóëüñà p̂r äîëæåí çàïèñûâàòüñÿ â âèäå: −i ~
∂

∂r
. Îäíàêî ýòîò îïåðàòîð íå

ýðìèòîâ, ïîýòîìó îïðåäåëèì p̂r êàê −
~

2

[
i
∂

∂r
+

(
i
∂

∂r

)+ ]
. Ïîëó÷èòå ÿâíîå
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âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà è çàïèøèòå îïåðàòîð ðàäèàëüíîé ÷àñòè
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ âûðàæåíèåì äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2.8. Ïîëó÷èòå ôîðìóëó (òåîðåìà Ãåëüìàíà-Ôåéíìàíà):

〈ψn|
∂ Ĥ

∂ λ
|ψn〉 =

∂ En
∂ λ

,

ãäå Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉, λ � ïàðàìåòð, âõîäÿùèé ãàìèëüòîíèàí Ĥ (à çíà÷èò
è â ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè En).

2.9. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ñ
çàðÿäîì e â ìàãíèòíîì ïîëå. Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Øð¼äèíãåðà ðàññìîòðèòå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì âåðîÿòíîñòè íàõî-
æäåíèÿ ÷àñòèöû âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè îáú¼ìà V : ∂

∂ t

∫
V

|ψ(r)|2 dr.

Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä: Ĥ = 1
2m

(
p̂ − e

c
A
)2

+ U(r), ãäå A � âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2.10. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð:
[
x̂, e

i
~
p̂x a
]
. Ïóñòü |x′〉 � ñîáñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû: x̂ |x′〉 = x′ |x′〉. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-
òàòà ïîêàæèòå, ÷òî e i~ p̂x a |x′〉 � òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé.
Êàêîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îíà ñîîòâåòñòâóåò ?

2.11. Ïóñòü x̂(t) � çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ãàéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð êî-
îðäèíàòû ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð:

[x̂(t), x̂(0)].

Äëÿ ðåøåíèÿ íèæåñëåäóþùèõ çàäà÷ ïðåäñòàâüòå îïåðàòîð èìïóëüñà â âè-
äå: p̂i = d

dt
r̂i (i = x, y, z) è âîñïîëüçóéòåñü óðàâíåíèåì Ãàéçåíáåðãà äëÿ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòû.

2.12. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñðåä-
íåå çíà÷åíèå èìïóëüñà âñåãäà ðàâíî íóëþ: 〈ψn|p̂i|ψn〉.

2.13. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ îäíîèì¼ííûõ äå-
êàðòîâûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà è ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû âñåãäà ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì:

〈ψk|p̂x|ψn〉 =
im

~

(Ek − En) 〈ψk|x̂|ψn〉,

ãäå ψn, En � âîëíîâûå ôóíêöèè è óðîâíè ýíåðãèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (m
� ìàññà ÷àñòèöû).
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2.14. Ïîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâèëà ñóìì Òîìàñà � Ðàéõà � Êóíà :∑
n

2m |〈ψn|x̂|ψ0〉|2

~
2

(En − E0) = 1,

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî ïîëíîìó íàáîðó ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ψn ñ ýíåð-
ãèåé En ÷àñòèöû ìàññû m; èíäåêñîì ′′0′′ îáîçíà÷åíî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå.
Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ èì-
ïóëüñà è êîîðäèíàòû.

3 Âåðîÿòíîñòè è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ.

3.1. ×àñòèöà çàêëþ÷åíà â íåïðîíèöàåìîì êóáå ñ äëèíîé ðåáðà L. Âû-
÷èñëèòå äàâëåíèå ÷àñòèöû íà ñòåíêè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Óêàçàíèå: ïðèðàùåíèå îáú¼ìà ïîëîñòè ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ýíåðãèè
ñîîòíîøåíèåì: dE = −p dV , ãäå p � äàâëåíèå.

3.2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà âèðèàëà

Ŵ =
1

2
(r̂ · p̂ + p̂ · r̂) è ïîëó÷èòå òåîðåìó âèðèàëà:

〈ψn|
p2

2m
|ψn〉 =

1

2
〈ψn| r · ∇V (r)|ψn〉,

ãäå ψn � ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì Ĥ =
p2

2m
+ V (r).

3.3. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû âèðèàëà óñòàíîâèòå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåä-
íèì çíà÷åíèåì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïîñëåäíÿÿ èìååò âèä: V = V0 r

n. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèòå ñëó÷àè: n = 2
(ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð); n = −1 (êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå).

3.4. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðè-
íîé a. Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ ýíåðãèþ è ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì â ñîñòî-
ÿíèè ψ = Ax (x − a), ãäå À � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü. Âû÷èñëèòå 〈x〉
è 〈x2〉 è ñðàâíèòå åãî ñ ðåçóëüòàòîì êëàññè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà.

Ðåøåíèå âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è. Êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà äâèãàåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, íàïðàâëåíèå êîòîðîé ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé. Âðåìÿ ïðîë¼òà ìåæäó ñòåíêàìè
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ðàâíî T = a/v. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü P (x) dx îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â
îáëàñòè (x, x + dx) ðàâíà äîëå âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ÷àñòèöà ïðî-
õîäèò å¼: P (x) dx = dt/T . Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå

êîîðäèíàòû ðàâíî: 〈x〉êë. =
a∫
0

xP (x) dx =
T∫
0

(v t) dt/T = a/2. Àíàëîãè÷íî

âû÷èñëÿåòñÿ 〈x2〉êë..

3.5. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä: ψ = const. exp(i k x − x2/2a2).
Îïðåäåëèòå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è ïî èìïóëüñàì äëÿ
÷àñòèöû â òàêîì ñîñòîÿíèè. Èçîáðàçèòå ïðèáëèæ¼ííî íà ãðàôèêå âèä ðàñ-
ïðåäåëåíèé ïðè î÷åíü ìàëåíüêèõ è î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a.

3.6. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èçìåðåíèå çàôèêñèðîâàëî ÷àñòèöó â
òî÷êå x0 = 0 è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìåëà âèä: ψ(x, t = 0) ∼ exp(−x2/∆2),
ãäå èñõîäíàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü êîîðäèíàòû ∆ î÷åíü ìàëà. Èçó÷èòå ïîâå-
äåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ(x, t) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ñâîáîäíîé
÷àñòèöû.

3.7. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 èçìåðåíèå çàôèêñèðîâàëî ÷àñòèöó
â òî÷êå x0. Â äàëüíåéøåì ÷àñòèöà âåä¼ò ñåáÿ êàê ñâîáîäíàÿ. Âû÷èñëèòå
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â ìîìåíò t1 â òî÷êå x1.

3.8. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì â îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a è ãëóáèíû U ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå 5 ýíåðãå-
òè÷åñêèõ óðîâíåé.

3.9. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì â ñôåðè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé
ÿìå (U(r 6 a) = −U0, U(r > a) = 0) ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü.

3.10. Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè 1s- ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà.

3.11. Âû÷èñëèòå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë è íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî àòîìîì âîäîðîäà â 1 s - ñîñòîÿíèè. Èññëå-
äóéòå ñëó÷àè: 1. r � a0, 2. r � a0 (a0 - áîðîâñêèé ðàäèóñ).

3.12. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãåëüìàíà-Ôåéíìàíà, âû÷èñëèòå:

1. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îäíîìåð-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
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2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé, êóëîíîâñêîé è öåíòðîáåæíîé ýíåð-
ãèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà â îïðåäåë¼ííîì |n, l,m〉- ñîñòîÿíèè.

3.13. Âû÷èñëèòå ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ 2 p-ýëåêòðîíà â àòîìå
âîäîðîäà â òîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íåäîñòóïíîé
äëÿ íåãî ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

4 Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.

Áîçå-îïåðàòîðû.

Ïàðà îïåðàòîðîâ � â è ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó â+ � íàçûâàþòñÿ
îïåðàòîðàìè Áîçå, åñëè èõ êîììóòàòîð èìååò âèä:[

â, â+
]

= 1 (17)

Èõ íàçûâàþò òàêæå îïåðàòîðàìè Ôîêà, îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-
æåíèÿ, ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ, ëåñòíè÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñìûñë ýòèõ
íàçâàíèé âûÿñíèòñÿ íèæå.

Îïåðàòîðû â, â+ è n̂ ≡ â+ â èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå, îñîáåííî â òåîðèè ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû (ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû, ïîëÿ).

4.1. Íàéòè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-
òîðà n̂.

Ðåøåíèå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, âèäèì, ÷òî îïåðàòîð n̂ � ýðìèòîâ, ïîýòîìó
ÑÇ � âåùåñòâåííûå. Êðîìå òîãî, îíè íå îòðèöàòåëüíûå. Â ñàìîì äåëå,
ñêàëÿðíî óìíîæàÿ óðàâíåíèå

n̂ |φλ〉 = λ |φλ〉 (18)

ñëåâà íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, èìååì:

〈φλ|â+ â|φλ〉 = 〈â φλ|â φλ〉 = ||â φλ||2 = λ ||φλ||2. (19)

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå áûëî èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ çàâåäîìî
íåîòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí.

Èòàê, ïóñòü îäíî ÑÇ ñóùåñòâóåò. Äåéñòâóÿ íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(18) îïåðàòîðîì â è ïðèìåíÿÿ ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå (17), íàõîäèì:
n̂ â |φλ〉 = (λ − 1) â |φλ〉. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî λ − 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò
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âèä: |φλ−1〉 = const. â |φλ〉. Êîíñòàíòó íîðìèðîâêè const = 〈â φλ|â φλ〉−1/2

ñðàçó íàõîäèì èç (19): ñ÷èòàÿ èñõîäíóþ ôóíêöèþ |φλ〉 íîðìèðîâàííîé,
âèäèì, ÷òî const. = 1/

√
λ. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-

øåíèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè: â |φλ〉 =
√
λ |φλ−1〉.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ,
òî ÷èñëà λ−1, λ−2 . . . è ò.ä. òàêæå � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì âñå îíè
äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Ôàêòè÷åñêè, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ �âû÷èòàíèÿ åäèíèö�, îñóùåñòâëÿåìûé ïîñëåäîâàòåëü-
íûì äåéñòâèåì îïåðàòîðà â (èìåííî ïîýòîìó îí è íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
ïîíèæåíèÿ, èëè óíè÷òîæåíèÿ) äîëæåí ïðåðâàòüñÿ: äîëæíî ñóùåñòâîâàòü
òàêîå íàèìåíüøåå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå çíà÷åíèå 0 6 λmin < 1, ïðè êîòî-
ðîì |φλmin−1〉 = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ: â |φλmin〉 = 0. Äåéñòâóÿ íà
ýòî ñîîòíîøåíèå îïåðàòîðîì â+, íàõîäèì: n̂ |φλmin〉 = 0. Íî ýòî çíà÷èò,
÷òî λmin = 0.

Ïîäâåä¼ì èòîãè. Ñïåêòð ÑÇ îïåðàòîðà n̂ � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-
ëà: 0, 1, 2, . . .. Îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèé:

â |φ0〉 = 0, (20)

â |φk〉 =
√
k |φk−1〉, (21)

â+ |φk〉 =
√
k + 1 |φk+1〉. (22)

(Ïðîâåðüòå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî !)

4.2. Çàïèøèòå ãàìèëüòîíèàí ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÷å-
ðåç Áîçå-îïåðàòîðû.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí, H = p2

2m
+ mω2 x2

2
ê âè-

äó: H = ε0 a
+ a + ε1, ïðè÷¼ì îïåðàòîð êîîðäèíàòû áóäåì èñêàòü ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè: x = α a + β a+. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ α, β è ε0 ñîñòà-
âèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

dx

dt
=

i

~

[H, x] =
p

m
=

i

~

ε0 [a+a, α a+ β a+] =
i ε0

~

(β a+ − α a).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííîé ôîðìå îïåðàòîðà êîîðäèíàòû, îïåðàòîð
èìïóëüñà äîëæåí ïðèíÿòü âèä: p = im ε0

~
(β a+ − α a). Ïðè ýòîì,

dp

dt
=

i

~

[H, p] = −mω2 x = −mε2
0

~
2

[a+a, β a+−α a] = −mε2
0

~
2

(β a+−α a).

Îòñþäà íàõîäèì: ε0 = ~ω. Íàêîíåö,

[p, x] =
im ε0

~

[β a+ − α a, α a+ β a+] = −i ~,
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îòêóäà

αβ =
~

2mω
.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ïàðàìåòðîâ α è β äîïóñêàåò ýëåìåíò ïðîèçâîëà.
Ïîëîæèì α = β =

√
~

2mω
. Â ýòîì ñëó÷àå

x =

√
~

2mω
(a+ + a), (23)

p = i

√
~mω

2
(a+ − a). (24)

Íàéä¼ì ïàðàìåòð ε1. Î÷åâèäíî, ÷òî ε1 = 〈0|H|0〉, ãäå |0〉 � îñíîâíîå ñî-
ñòîÿíèå: a |0〉 = 0. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì áîçå-îïåðàòîðîâ, [a, a+] = 1 è
âûðàæåíèÿìè äëÿ x, p, ëåãêî âèäåòü, ÷òî 〈0|x2|0〉 = ~

2mω
, 〈0|p2|0〉 = ~mω/2.

Îòñþäà ε1 = ~ω/2. Â èòîãå,

H = ~ω

(
a+a +

1

2

)
. (25)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îïåðàòîðà a ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

a =
1√
2

(√
mω

~

x̂ +
i√
~mω

p̂

)
=

1√
2

(
d

dq
+ q

)
, (26)

ãäå q = x (mω/~)1/2 � áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà. Êîìáèíàöèþ ` =

√
~

mω
,

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü äëèíû, èíîãäà íàçûâàþò äëèíîé îñöèëëÿòîðà.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà a+a � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,

ñðàçó æå íàõîäèì óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà:

εn = ~ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2 . . . .

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è 4.1 ñòðîèì ñòàöèîíàðíûå âîëíîâûå ôóíê-
öèè: (

d

dq
+ q

)
ψ0(q) = 0, (27)

ψn(q) =
1√
2

(
− d

dq
+ q

)
ψn−1(q). (28)
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4.3. Âû÷èñëèòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

Ĥ = ε0 a
+ a + ε1 (a+ a+ + a a).

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì ãàìèëüòîíèàí ê âèäó: Ĥ = E0 A
+ A + E1 ïó-

ò¼ì ïåðåõîäà ê íîâûì áîçå-îïåðàòîðàì A, A+, êîòîðûå ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ
èñõîäíûìè: a = αA+β A+, a+ = α∗A+ +β∗A. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ò.í. ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà. Èç óñëîâèÿ: [a, a+] = [A, A+] = 1,
ñëåäóåò, ÷òî |α|2−|β|2 = 1. Äàëåå áóäåì α è β ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûìè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ α, β è E0 ñîñòàâèì êîììóòàòîð: [H, a] = −ε0 a − 2 ε1 a

+ ≡
E0 (−αA+ β A+), èëè ε0 (αA+β A+) + 2 ε1 (αA+ + β A) = E0 (αA−β A+).
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè A, A+ ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

α ε0 + 2 β ε1 = αE0,

2α ε1 + β ε0 = −β E0,

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè êîòîðîé èìååò âèä:∣∣∣∣ε0 − E0 2 ε1

2 ε1 ε0 + E0

∣∣∣∣ = 0.

Îòñþäà E0 = ε0

√
1− 4 ε2

1/ε
2
0. Íàéä¼ì òåïåðü E1. Î÷åâèäíî, ÷òî E1 =

〈0|H|0〉, ãäå |0〉 � îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû: A |0〉 = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî a |0〉 = β A+|0〉. Íî òîãäà 〈0|a+ a|0〉 = β2 〈0|AA+|0〉 =
β2, 〈0|a a|0〉 = β 〈0|(αA + β A+)A+|0〉 = αβ 〈0|AA+|0〉 = αβ è
〈0|a+ a+|0〉 = αβ. Îòñþäà E1 = ε0 β

2 + 2αβ ε1. ×òîáû íàéòè α, β,
âåðí¼ìñÿ ê îïðåäåëÿþùåé èõ ñèñòåìå óðàâíåíèé. Âèäèì, ÷òî β/α =

(E0 − ε0)/(2 ε1). Òîãäà α2 − β2 = α2
(

1− (E0−ε0)2

4 ε21

)
= 1. Ââåä¼ì îáîçíà-

÷åíèÿ: ∆ = ε1/ε0, η =
√

1− 4∆2. Ìû íàõîäèì òîãäà, ÷òî E0 = ε0 η

è E1 = ε0

(
(η−1)2

4∆2 + η − 1
)
/
(

1− (η−1)2

4∆2

)
, ÷òî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

E1 = ε0(η − 1)/2. Â èòîãå, ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä:

H = ε0 (η A+ A + (η − 1)/2) = ε0

√
1− 4 ε2/ε2

0

(
A+ A +

1

2

)
− ε0/2.

Î÷åâèäíî òåïåðü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð èìååò âèä:

En = ε0

√
1− 4 ε2/ε2

0

(
n +

1

2

)
− ε0

2
, n = 0, 1, 2, . . . .
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4.4. Ìåòîäîì Áîçå-îïåðàòîðîâ (ôîðìóëû 23, 24) ïîñòðîéòå ìàòðèöû îïå-
ðàòîðîâ x̂, p̂x íà áàçèñå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà ñ n =
0, 1, . . . nmax è âû÷èñëèòå èõ êîììóòàòîð. Ïîêàæèòå, ÷òî íè äëÿ êàêèõ
ìàòðèö êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ êîììóòàòîð íå ìîæåò áûòü ïðîïîðöèîíàëåí
åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Óêàçàíèå: äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è ðàññìîòðèòå øïóð ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x̂ è p̂x.

4.5. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ ãàéçåíáåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ â(t), â+(t), à
òàêæå x̂(t) è p̂x(t).

4.6. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð áûë
ñìåù¼í íà âåëè÷èíó a èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèâåä¼í â ñîñòîÿíèå
exp

(
− i p̂ a

~

)
|0〉, ãäå p̂ � îïåðàòîð èìïóëüñà. Ïîëüçóÿñü ãàéçåíáåðãîâñêèì

ïðåäñòàâëåíèåì, âû÷èñëèòå 〈x〉 ïðè t > 0.

4.7. Âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû íàçûâàåòñÿ âûðà-
æåíèå:

C(t) = 〈x̂(t) x̂(0)〉,

ãäå x̂(t) � çàâèñÿùèé îò âðåìåíè îïåðàòîð êîîðäèíàòû â ïðåäñòàâëåíèè
Ãàéçåíáåðãà. Âû÷èñëèòå ýòó êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ äëÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

4.8. Ïîêàæèòå, ÷òî

〈0|ei k x|0〉 = exp
(
−k2 〈0|x2|0〉/2

)
,

ãäå |0〉 � îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

4.9. Êîãåðåíòíûì íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå, ñîáñòâåííîå äëÿ îïåðàòîðà ïî-
íèæåíèÿ:

â |Ψλ〉 = λ |Ψλ〉. (29)

Ïîêàæèòå, ÷òî êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. |Ψλ〉 = eλ â
+ |0〉

2. â+ |Ψλ〉 =
∂

∂ λ
|Ψλ〉

3. ec â+ |Ψλ〉 = |Ψλ+ c〉
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4. |Ψλ〉 =
∑
n

λn√
n!
|n〉

5. 〈Ψλ|Ψλ′〉 = eλ
∗ λ′

Çäåñü |n〉 (n = 0, 1, 2, . . .) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà n̂ = â+ â.

4.10. Ïîëó÷èòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íîðìèðîâàííîãî
êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ψλ(x, t).

Óêàçàíèå: Äëÿ íàõîæäåíèÿ ψλ(x, t = 0) ðàññìîòðèòå ôîðìóëû (26, 29).

4.11. Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì.

Ðåøåíèå. Ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå: Ĥ = ~ω

(
n̂ +

1

2

)
. ×òîáû íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè 〈ε〉 =

〈Ψλ|Ĥ|Ψλ〉, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïå-
ðàòîðà n̂. Èìååì: 〈Ψλ|n̂|Ψλ〉 = 〈Ψλ|â+ â|Ψλ〉 = 〈âΨλ|âΨλ〉 = |λ|2. Òàêèì
îáðàçîì, ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ñ ïàðàìåòðîì
λ ðàâíî 〈ε〉 = ~ω (|λ|2 + 1/2).

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå îñöèëëÿòîðà ïî ýíåðãèÿì � çíà÷èò îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü Pn òîãî, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà áóäåò ïî-
ëó÷åíî çíà÷åíèå εn = ~ω (n + 1/2), à ñàì îí îêàæåòñÿ â ñòàöèîíàð-
íîì ñîñòîÿíèè |n〉. Ñîãëàñíî ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà Pn = |〈n|Ψλ〉|2. Íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ (29) èìååì:
λ 〈n|Ψλ〉 = 〈n|â|Ψλ〉 = 〈â+ n|Ψλ〉 =

√
n+ 1 〈n + 1|Ψλ〉. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

〈n+ 1|Ψλ〉 =
λ√
n+ 1

〈n|Ψλ〉 = . . . =
λn+1√
(n+ 1)!

〈0|Ψλ〉.

Îòñþäà

Pn = P0
|λ|2n

n!
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∞∑
n=0

Pn = 1 íàõîäèì: P0

∞∑
n=0

|λ|2n
n!

= P0 e
|λ|2 = 1. Îêîí÷àòåëüíî:

Pn = e−|λ|
2 |λ|2n

n!
.
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4.12. Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈x〉t è äèñïåðñèþ êîîðäèíàòû ∆xt =

(〈x2〉t − 〈x〉2t )
1/2 îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè t > 0, åñëè ïðè t = 0 îñöèë-

ëÿòîð íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè: |ψ0〉:

1. |ψ0〉 = |0〉;

2. |ψ0〉 =
1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
;

3. |ψ0〉 � (íîðìèðîâàííîå) êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Ïðîàíàëèçèðóéòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

4.13. Ðàññ÷èòàéòå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé Ãàéçåíáåðãà äëÿ îñ-
öèëëÿòîðà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè.

4.14. Ãàìèëüòîíèàí òð¼õìåðíîãî èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà èìååò âèä:

Ĥ =
1

2m

(
p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

)
+
mω2

2

(
x̂2 + ŷ2 + ẑ2

)
.

Çàïèøèòå îïåðàòîðû äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà îñöèëëÿ-
òîðà L̂i ÷åðåç Áîçå-îïåðàòîðû âi, â+

i (i = x, y, z).

4.15. Ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå B ‖ z çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Ĥ =
1

2m

(
p̂ − e

c
A
)2

,

ãäåm, e � ñîîòâåòñòâåííî ìàññà è çàðÿä ÷àñòèöû, A � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî (Ax, Ay, Az) ìîæíî âûáðàòü â âèäå: 1/2 B (−y, x, 0).

2. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð
[Π̂x, Π̂y],

ãäå Π̂ = p̂− e
c
A. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñâåäèòå çàäà-

÷ó ê ìîäåëè îñöèëëÿòîðà è ïîêàæèòå, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
èìåþò âèä (óðîâíè Ëàíäàó):

Ek, n =
~

2k2

2m
+
|e|B~
mc

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2 . . .

ãäå ~ k � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà p̂z, ïðèíèìàþùèå íåïðå-
ðûâíûé ðÿä çíà÷åíèé.
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4.16. Ïîñòðîéòå òàêèå ñîñòîÿíèÿ òð¼õìåðíîãî èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêî-
ãî îñöèëëÿòîðà, â êîòîðûõ îí èìååò ýíåðãèþ 7/2 ~ω è îïðåäåë¼ííûå çíà-
÷åíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîñòîÿíèÿ, ñîáñòâåííûå äëÿ îïåðàòîðîâ Ĥ,
L̂2 è L̂z. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, ÷òî ñòà-
íîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ó÷åñòü, ÷òî èçîòðîïíûé îñöèëëÿòîð ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòèöó â öåíòðàëüíîì ïîëå U = mω2 r2/2. Ãàìèëüòîíè-
àí çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç Áîçå-îïåðàòîðû êàê Ĥ = ~ω

∑
i â

+
i âi, à îïåðàòîð

z-êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà ïðèíèìàåò âèä: L̂z = i ~ (â+
y âx − â+

x ây).
Óðîâíè ýíåðãèè εnx ny nz = ~ω (nx + ny + nz + 3/2), à ñòàöèîíàðíûå ñî-
ñòîÿíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü |nx ny nz〉. Ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü 7/2 ~ω èìååò
øåñòèêðàòíîå âûðîæäåíèå, åìó îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿ ñ nx + ny + nz = 2:
|2 0 0〉, |0 2 0〉, |0 0 2〉, |1 1 0〉, |0 1 1〉, |1 0 1〉. Ïîñòðîèì ìàòðèöó îïåðàòîðà L̂z
íà áàçèñå ýòèõ 6 ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî ðåçóëü-
òàò åãî äåéñòâèÿ íà íèõ. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ âi, â+

i

íà ñîñòîÿíèÿ |ni〉, ëåãêî íàõîäèì:

L̂z |2 0 0〉 = i
√

2 |1 1 0〉, L̂z |0 2 0〉 = −i
√

2 |1 1 0〉
L̂z |0 0 2〉 = 0, L̂z |1 1 0〉 = i

√
2 (|0 2 0〉 − |2 0 0〉)

L̂z |0 1 1〉 = −i |1 0 1〉, L̂z |1 0 1〉 = i |0 1 1〉

Èñõîäÿ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó:

L̂z =


0 0 0 −i

√
2 0 0

0 0 0 i
√

2 0 0
0 0 0 0 0 0

i
√

2 −i
√

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 −i 0


Å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû: 0, 0, ±1, ±2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðà ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

1√
3


1
1
1
0
0
0

 ,
1√
6


1
1
−2
0
0
0

 ,
1√
2


0
0
0
0
1
−i

 ,
1√
2


0
0
0
0
1
i

 ,
1

2


1
−1
0

i
√

2
0
0

 ,
1

2


1
−1
0

−i
√

2
0
0

 .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà L2 =
l (l+ 1) âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè Lz ðàâíû 0, ±1, . . ., ±l, âèäèì, ÷òî
ïîëó÷åííûå ÑÇ îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l = 0
è l = 2.

Èñêîìûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, êîýôôèöèåíòàìè â êîòîðûõ ñëóæàò êîìïîíåí-
òû ïîëó÷åííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû L̂z. Íàïðèìåð:

|l = 2, m = 2〉 =
1

2

(
|2 0 0〉 − |0 2 0〉 + i

√
2 |1 1 0〉

)
.

Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âûðàæåíèåì äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà: |nx ny nz〉 = ψnx(x)ψny(y)ψnz(z), ãäå ψn(q) =

(2n n!
√
π)−1/2 Hn(q) e−q

2/2 èHn � ïîëèíîìû Ýðìèòà (H0(q) = 1,H1(q) = 2 q,
H2(q) = 4 q2 − 2, Hn+1(q) = 2 q Hn(q)− 2nHn−1(q) è ò.ä.), ëåãêî ïîëó÷èì:

|l = 2, m = 2〉 =
(x+ i y) e−r

2/2

√
2π3/4

=
1√

2π3/4
sin2 θ e2 i φ r2 e−r

2/2.

Òàêèì îáðàçîì, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôàêòî-
ðèçóåòñÿ íà ðàäèàëüíóþ è óãëîâóþ, ïðè÷¼ì ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íè÷òî èíîå êàê ñôåðè÷åñêóþ ãàðìîíèêó Yl,m(θ, φ) (íàïðèìåð, Y2, 2 ∼
sin2 θ e2 i φ). Ýòî áûëî çàðàíåå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë èçîòðîïíîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, è ìîìåíò èìïóëüñà
ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Òàêèå æå â.ô. ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, íåïîñðåäñòâåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ òð¼õìåðíîãî
èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

4.17. Ðàññ÷èòàéòå ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-
òðîïíîãî òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (ýôôåêò
Çååìàíà).

4.18. Âû÷èñëèòå äèàìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü èçîòðîïíîãî òð¼õìåð-
íîãî îñöèëëÿòîðà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, χlbf = −d2E/dB2.

Óêàçàíèå: íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê îñíîâíîìó óðîâíþ ýíåð-
ãèè E0 = 3

2
~ω, êâàäðàòè÷íóþ ïî íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ B. Îïåðàòîð âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì: V = −µB (L ·B) + e2

8mc2
[B× r]2.

4.19. Ðàññ÷èòàéòå ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-
òðîïíîãî òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ñî ñïèíîì 1/2, îáóñëîâëåííîå ñïèí-
îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âåëè÷èíå îðáèòàëü-
íîãî è ïîëíîãî ìîìåíòà â ýòîì ñîñòîÿíèè ?
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Óêàçàíèå: áàçèñíûå ôóíêöèè èìåþò âèä: |nx ny nz; ↑〉, |nx ny nz; ↓〉, ãäå
ñòðåëêà îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì ââåðõ / âíèç. Îïåðàòîð ñïèí-
îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ξ (L · S) öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
ξ 1

2
(L+ S− + L− S+) + ξ Lz Sz. Ýòî óäîáíî, ò.ê. äåéñòâèå S± íà ñïèíîâûå

ñîñòîÿíèÿ î÷åíü ïðîñòî. Îïåðàòîðû L± è Lz íóæíî çàïèñàòü ÷åðåç áîçå-
îïåðàòîðû a+

x , ax, a+
y è ò.ä.

4.20. Îïðåäåëèòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è ñòàöèîíàðíûå âîëíîâûå ôóíê-
öèè ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé:

U =

{
m
2
ω2 x2, x > 0

+∞, x < 0

(ñïðàâà � îñöèëëÿòîð, ñëåâà � ñòåíêà). Âû÷èñëèòå 〈x〉 äëÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ.

5 Ñïèí 1/2. Ìîìåíò èìïóëüñà. Ñëîæåíèå ìî-

ìåíòîâ.

5.1. Ñîñòàâüòå îïåðàòîð Ŝn = Ŝ · n ïðîåêöèè ñïèíà íà åäèíè÷íûé âåê-
òîð n, îáðàçóþùèé óãîë θ ñ îñüþ z. Íàéäèòå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
âåêòîðà.

5.2. Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà:

Ĥ = H11 |1〉〈1| + H22 |2〉〈2| + H12

(
|1〉〈2| + |2〉〈1|

)
,

ãäå H11, H22 è H12 � âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû (èìåþùèå ðàçìåðíîñòü ýíåð-
ãèè). Íàéäèòå óðîâíè ýíåðãèè è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ.

5.3. ×àñòèöà çàêëþ÷åíà â ÿùèê, ðàçäåë¼ííûé íà äâà îòñåêà òîíêîé ïå-
ðåãîðîäêîé. Åñëè ÷àñòèöà ñ äîñòîâåðíîñòüþ íàõîäèòñÿ â ëåâîì èëè æå â
ïðàâîì îòñåêå, áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê |L〉
èëè |R〉. Â ðåçóëüòàòå òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöà ìîæåò ïåðåõîäèòü èç îä-
íîãî îòñåêà â äðóãîé. Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ýòîò ýôôåêò, èìååò
âèä:

Ĥ = ∆
(
|L〉〈R| + |R〉〈L|

)
,

ãäå ∆ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ÷àñòèöà çàìå÷åíà â ëåâîì îòñåêå. Âû-

÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â ïðàâîì îòñåêå ïðè t > 0.

22



5.4. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ïðî-
åêöèåé ñïèíà +~/2 íà îñü, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè xz ïîä óãëîì γ ê îñè z.

1. Ïóñòü èçìåðÿåòñÿ Sx. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ~/2 ?

2. Âû÷èñëèòå äèñïåðñèþ Sx: (∆Sx)
2 = 〈(Ŝx − 〈Sx〉)2〉.

Êàê âåäóò ñåáÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè γ = 0, π/2 è π ?
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 5.1.

5.5. Ïîñòðîéòå òàêóþ ñóïåðïîçèöèþ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé |1
2
, ±1

2
〉, äëÿ êî-

òîðîé ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé 〈(∆Sx)2〉〈(∆Sy)2〉 ñòàíîâèòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì.

5.6. Ðàññìîòðèòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ: exp

(
i

~

Ŝx

)
, exp

(
i

~

Ŝy

)
,

exp

(
i

~

Ŝz

)
íà ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ |1

2
, ±1

2
〉.

5.7. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïàðàëëåëüíîì îñè z, íàõîäèòñÿ ýëåê-
òðîí. Èçìåðåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñïèí ýëåêòðîíà
áûë íàïðàâëåí ïî îñè x. Ïðîâåñòè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé ðàñ÷¼ò âåðîÿò-
íîñòè òîãî, ÷òî ýëåêòðîí â ìîìåíò t > 0 áóäåò â ñîñòîÿíèè ñ: À) Sx = 1

2
;

Á) Sx = −1
2
; Â) Sz = 1

2
.

5.8. Ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè z, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
õîäèò ÷åðåç 3 ïðèáîðà, ðåàëèçóþùèõ ýêñïåðèìåíò Øòåðíà-Ãåðëàõà è ïðî-
èçâîäÿùèõ ñîðòèðîâêó ýëåêòðîíîâ ïî îðèåíòàöèÿì ñïèíà:

à) ïåðâûé ïðèáîð ïðîïóñêàåò ýëåêòðîíû ñ Sz = ~/2 è îòñåèâàåò ýëåê-
òðîíû ñ Sz = −~/2.

á) âòîðîé ïðèáîð ïðîïóñêàåò ýëåêòðîíû ñ Sn = ~/2 è îòñåèâàåò ýëåêòðî-
íû ñ Sn = −~/2, ãäå Sn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ŝn, ââåä¼ííîãî
â çàäà÷å 5.1.

â) òðåòèé ïðèáîð ïðîïóñêàåò ýëåêòðîíû ñ Sz = −~/2 è îòñåèâàåò ýëåê-
òðîíû ñ Sz = ~/2.

Êàêîâà èíòåíñèâíîñòü ïðîøåäøåãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà ñ Sz = −~/2,
åñëè èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà ñ Sz = ~/2 íà âûõîäå èç ïåðâîãî ïðèáîðà ïðè-
íÿòü çà åäèíèöó ? Êàê íóæíî îðèåíòèðîâàòü âòîðîé ïðèáîð, ÷òîáû èñêî-
ìàÿ èíòåíñèâíîñòü áûëà ìàêñèìàëüíîé ?

5.9. Ïîêàæèòå, ÷òî â |l m〉-ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííûì L2 è Lz, ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ Lx è Ly ðàâíû íóëþ, à 〈L2

x〉 = 〈L2
y〉 = 1

2
~

2
(
l (l + 1) − m2

)
.
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5.10. Ïóñòü ĵ1 è ĵ2 � îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà äâóõ ïîäñèñòåì. Ïîêà-
æèòå, ÷òî Ĵ = ĵ1+ ĵ2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ìîìåíòà èìïóëüñà, íî Ĵ′ = ĵ1− ĵ2

íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê îïåðàòîð ìîìåíòà.
Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ [Ĵi, Ĵj] è [Ĵ′i, Ĵ′j].

5.11. Ïîñòðîéòå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ L̂2, L̂z, L̂±, L̂x è L̂y íà áàçèñå d-
ñîñòîÿíèé.

5.12. Ïîëó÷èòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñ l = 2,
íàõîäÿ ôóíêöèþ ñòàðøåãî âåñà èç óñëîâèÿ: L̂+Yl,l = 0, è ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿÿ ê íåé îïåðàòîð L̂−.

Ðåøåíèå : Áóäåì èñõîäèòü èç ñîîòíîøåíèé:

L̂+ Yl, l = 0,

L̂− Yl,m =
√
l (l + 1)−m (m− 1)Yl,m−1,

ãäå L̂± = L̂x ± i L̂y. ßâíûé âèä ýòèõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèé:

L̂x = i

(
z
∂

∂ y
− y

∂

∂ z

)
,

L̂y = i

(
x
∂

∂ z
− z

∂

∂ x

)
,

L̂± = ± z
(
∂

∂ x
± i

∂

∂ y

)
∓ (x ± i y)

∂

∂ z
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L̂+ (x + i y)l = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ñòàð-
øåãî âåñà â ìóëüòèïëåòå ñ çàäàííûì l èìååò âèä: Yl, l = C (x + i y)l =
C ei l ϕ sinl θ. Êîíñòàíòó íîðìèðîâêè íàõîäèì èç óñëîâèÿ:

∫
|Yl, l|2 dΩ = 1,

îòêóäà 2π C2
π∫
0

sin2 l+1 θ dθ = 1. Ïåðåõîäîì ê íîâîé ïåðåìåííîé t ≡

cos θ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:
1∫
−1

(1 − t2)l dt =
1∫
0

(1 −

y)l y−1/2 dy = B(l + 1, 1/2) = Γ(l+1) Γ(1/2)
Γ(l+1 + 1/2)

= 2L L!
(2L+ 1)!!

. Çäåñü áûëè èñïîëü-

çîâàíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ áåòà- è ãàììà-ôóíêöèè: B(a, b) ≡
1∫
0

ya−1 (1 −

y)b−1 dy = Γ(a) Γ(b)
Γ(a+b)

, Γ(n+ 1/2) = 2−n (2n − 1)!! Â ÷àñòíîñòè, äëÿ l = 2 èìå-
åì: C =

√
15/32π. Èìåÿ íîðìèðîâàííóþ ñôåðè÷åñêóþ ãàðìîíèêó Y2, 2,

íàõîäèì îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì L̂−.
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5.13. Äîïóñòèì, ÷òî îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî ìîãëî áû ïðèíèìàòü
ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð 1/2. Òîãäà ìîæíî áûëî áû ââåñòè ñôåðè-
÷åñêèå ãàðìîíèêè Y1/2,±1/2(θ, φ), êîòîðûå îáëàäàëè áû ñâîéñòâàìè:

L̂+ Y1/2, 1/2 = 0, L̂− Y1/2, 1/2 = Y1/2,−1/2, L̂− Y1/2,−1/2 = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî (÷òî
äîêàçûâàåò îøèáî÷íîñòü èñõîäíîãî äîïóùåíèÿ îá îðáèòàëüíîì ÷èñëå).

Óêàçàíèå: ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ L̂± äàíû â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.

5.14. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â |l,m〉- ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííûì îðáèòàëüíûì
÷èñëîì è ïðîåêöèåé ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z. Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷å-
íèå è äèñïåðñèþ ïðîåêöèè å¼ ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z′, ñîñòàâëÿþùåé
ñ îñüþ z óãîë γ.

5.15. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå èìååò âèä:

ψ = (x + y + 3z) f(r).

1. ßâëÿåòñÿ ëè ψ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L̂2 ? Åñëè äà, ÷åìó
ðàâíî îðáèòàëüíîå ÷èñëî l ? Åñëè íåò, êàêèå çíà÷åíèÿ l ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ïðè èçìåðåíèè L2 ?

2. Êàêîâû âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèÿõ ñ ðàçëè÷íû-
ìè ìàãíèòíûìè ÷èñëàìè m ?

5.16. Ïîñòðîéòå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñ îðáèòàëü-
íûì ÷èñëîì l = 1, ÿâëÿþùèåñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðîâ L̂x,
L̂y.

5.17. Àòîì, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè ñ îðáèòàëüíûì ÷èñëîì l = 2 è ìàã-
íèòíûì ÷èñëîì m = 0, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë β âîêðóã îñè y. Âû÷èñëèòå
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî àòîì îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèÿõ ñ m = 0, ±1, ±2.

Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîíàäîáÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, ïðèâåä¼ííûå â òàáëèöå íà ñ.8.

5.18. Äâå ÷àñòèöû ñ ìîìåíòîì j1 = 1 è j2 = 1 ìîãóò îáðàçîâàòü
ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì ìîìåíòîì j = 2, 1 è 0. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ
Ĵ± = Ĵ(1)± + Ĵ(2)±, ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ |j, m〉 (âñå
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äåâÿòü), çàïèñûâàÿ èõ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îäíî÷àñòè÷íûõ ñî-
ñòîÿíèé |j1, m1〉 |j2, m2〉, íàïðèìåð:

|j = 1, m = 1〉 =
1√
2
|1, 1〉1|1, 0〉2 −

1√
2
|1, 0〉1|1, 1〉2.

Âûïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà.

5.19. Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà
[

1 1/2
1/2

m ms M

]
è
[

1 1/2
3/2

m ms M

]
ïóò¼ì íåïîñðåäñòâåííîé äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà Ĵ2 = (L̂ + Ŝ)2 íà ñî-
ñòîÿíèÿõ |1, m〉 |1/2, ms〉.

5.20. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç ÷àñòèö ñî ñïèíàìè 1/2. Îáìåííîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ñïèíîâ îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì J (Ŝ1 · Ŝ2). Ìàãíèòíûå ìîìåíòû ÷à-
ñòèö ðàâíû γ Ŝ1 è −γ Ŝ2, ñîîòâåòñòâåííî. Ê ñèñòåìå ïðèëîæåíî îäíîðîäíîå
ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Íàéäèòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèñòåìû.

Óêàçàíèå. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ÷åòûð¼õ:
| ↑〉1| ↑〉2, | ↑〉1| ↓〉2, | ↓〉1| ↑〉2, | ↓〉1| ↓〉2 (íèæíèìè èíäåêñàìè 1, 2 ïîìå÷åíû
ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì ââåðõ / âíèç ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèöû). ×òîáû íàéòè
óðîâíè ýíåðãèè, íóæíî çàïèñàòü ìàòðèöó ãàìèëüòîíèàíà â áàçèñå ýòèõ
÷åòûð¼õ ñîñòîÿíèé.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü ãàìèëüòîíèàí
÷åðåç ïîëíûé ñïèí S = S1 + S2. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âûøåóêàçàííûõ áàçèñíûõ, ïîñòðîåííûå ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäàíà.

6 Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû.

6.1. Îöåíèòå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ýíåðãèþ îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ:

1. îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

2. àòîìà âîäîðîäà

3. àòîìà ãåëèÿ

6.2. Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèáëèæ¼ííî îïðåäåëèòå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû  5.1 2 0.1 i

2 2.1 0
−0.1 i 0 3.1
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è ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òî÷íûìè. Ðàñ÷¼òû ìîæíî âûïîëíÿòü
ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

6.3. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â äâóìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå:

U =

{
0, 0 6 x 6 L, 0 6 y 6 L

∞ ïðè äðóãèõ x, y

Ðàññ÷èòàéòå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè
îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ:

V =

{
λx y, 0 6 x 6 L, 0 6 y 6 L

∞ ïðè äðóãèõ x, y

6.4. Îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïîäâåðãàåòñÿ âîçìóùåíèþ
âèäà: V = δx2. Ïîëó÷èòå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè. Ñðàâ-
íèòå åãî ñ ðåçóëüòàòîì ðàñ÷¼òà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Óêàçàíèå: ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ ïðîùå âñåãî âû-
÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì Áîçå-îïåðàòîðîâ (ñì. ôîðìóëó 23, ñòð. 15).

6.5. Çàðÿæåííûé îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â
ñëàáîì ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Íàéäèòå óðîâíè ýíåð-
ãèè è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Ðåøèòå çàäà÷ó òî÷íî è ïî òåîðèè âîçìó-
ùåíèé. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà â ïîñòîÿííîì ïîëå ðàâíà: V = −eE x,
ãäå e � çàðÿä îñöèëëÿòîðà, E � íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ (êîëåáàíèÿ ïðîèñõî-
äÿò âäîëü îñè x). Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà åñòü U =
1
2
mω2 x2 − eE x. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íàõîäèì: U = 1

2
mω2 q2 − U0,

ãäå q = x− x0, x0 = eE
mω2 , U0 = −eE x0/2. Îïåðàòîð èìïóëüñà â êîîðäèíàò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò èìååò âèä: p̂ = −i ~ d
dx
≡ −i ~ d

dq
. Òàêèì îáðàçîì,

ïóò¼ì ïåðåõîäà ê �ñäâèíóòîé� êîîðäèíàòå q èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí ïðåîá-
ðàçóåòñÿ ê ãàìèëüòîíèàíó íåâîçìóù¼ííîãî îñöèëëÿòîðà áåç ïîëÿ. Òî÷íûå
óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè ðàâíû:

En = ~ω

(
n+

1

2

)
− U0,

ψn(x) = φn(x− x0),

ãäå φn(x) = `−1/2 (2n n!
√
π)−1/2 hn(x/`) exp(−x2/2 `2) � ñòàöèîíàðíûå âîë-

íîâûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà, hn � ïîëèíîìû Ýðìèòà, ` = (~/mω)1/2.
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Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü V̂ êàê âîçìóùåíèå. Âû÷èñëåíèÿ óäîá-
íî ïðîèçâîäèòü ìåòîäîì Áîçå-îïåðàòîðîâ. Ïîïðàâêà 1-ãî ïîðÿäêà ê
íåâîçìóù¼ííîìó óðîâíþ ýíåðãèè ðàâíà íóëþ: ∆1 εn = 〈φn|V̂ |φn〉 =
−eE `/

√
2 〈φn|â+ + â|φn〉 = 0. Äëÿ ðàñ÷¼òà ïîïðàâêè 2-ãî ïîðÿäêà çàïè-

øåì ñíà÷àëà íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿå-
ìûé ìåòîäîì Áîçå-îïåðàòîðîâ): 〈φk|â++â|φn〉 =

√
n+ 1 δk, n+1 +

√
n δk, n−1.

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìóþ ïîïðàâêó:

∆2 εn =
∑
∀ k 6=n

|〈φk|V̂ |φn〉|2

εn − εk
=

e2 E2 `2

2

(
n+ 1

−~ω
+

n

~ω

)
= −U0.

Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âîñïðîèçâîäèòñÿ
ïîëó÷åííîå âûøå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè: εn + ∆1 εn +
∆2 εn = ~ω (n+ 1/2) − U0.

Ïîïðàâêà 1-ãî ïîðÿäêà ê âîëíîâîé ôóíêöèè,

∆1 φn =
∑
∀ k 6=n

〈φk|V̂ |φn〉
εn − εk

φk,

âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

φ′n ' φn + ∆1 φn = φn −
eE

~ω

`√
2

(
√
nφn−1 −

√
n+ 1φn+1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷íîå âûðàæåíèå, â êîòîðîì x0 áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûì
ïàðàìåòðîì:

φn(x− x0) ' φn(x) −
[
d φn(x)

dx

]
x0.

×òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ, çàïèøåì å¼ ÷åðåç Áîçå-îïåðàòîðû, ïîëü-

çóÿñü ôîðìóëàìè (23, 24), ñòð. 15):
d

dx
= 1

`
√

2

(
â − â+

)
(ðàçóìååòñÿ, òàêîå

ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà ïðîèçâîäíàÿ áåð¼òñÿ îò ñòàöèîíàðíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà !). Òàêèì îáðàçîì, íàõî-
äèì:

φn(x− x0) ' φn(x) − 1

`
√

2

(√
nφn−1(x) −

√
n+ 1φn+1(x)

)
x0.

Ñðàâíèâàÿ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ïî òåîðèè âîçìóùåíèé è ïîäñòà-
âëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ x0, `, êîíñòàòèðóåì òîæäåñòâåííîå ñîâïàäåíèå îáåèõ
ôîðìóë.
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6.6. Äâóìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ îäèíàêîâûìè ãëàâíûìè ÷à-
ñòîòàìè (ωx = ωy) ïîäâåðãàåòñÿ âîçìóùåíèþ âèäà V = −αx y.

1. ×åìó ðàâíà êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ïðè α = 0 ?

2. Ïîëó÷èòå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè âîçìóù¼ííîãî îñ-
öèëëÿòîðà.

3. Ïîëó÷èòå ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî è ïåðâî-
ãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðîâåäèòå ñðàâ-
íåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

6.7. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

Ĥ =
1

2

(
p2
x + p2

y

)
+

1

2
(1 + δ x y)

(
x2 + y2

)
.

Îïðåäåëèòå òðè íèæíèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå âîë-
íîâûå ôóíêöèè äëÿ |δ| � 1.

6.8. ×àñòèöà ñîâåðøàåò îäíîìåðíîå äâèæåíèå â ïîòåíöèàëå U(x). Åñëè
ýíåðãèÿ ÷àñòèöû íå âåëèêà, òî äâèæåíèå äîëæíî èìåòü õàðàêòåð êîëåáà-
íèé âáëèçè åãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x0. Ñ÷èòàÿ
àìïëèòóäó êîëåáàíèé ìàëîé, ïîòåíöèàë ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà
è îãðàíè÷èòüñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ:

U ' a0 + a2 q
2 + a3 q

3 + a4 q
4,

ãäå q = x − x0, an = (dnU(x0)/dxn) /n!. Ïåðâûå äâà ÷ëåíà ñîîòâåòñòâó-
þò ïîòåíöèàëó ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à ÷ëåíû òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé
ñòåïåíè ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé ïîïðàâêîé.

Îïðåäåëèòå ÷àñòîòó ìàëûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ðàññ÷èòàéòå
ïîïðàâêó ê ñïåêòðó ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî
ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæ¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ
ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïðåäñòàâüòå â âèäå:

En ' ~ω
(
n+

1

2
+ f(a3, a4; n)

)
.

6.9. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå: V = V0 (a/x− x/a)2 (V0 > 0,
a > 0). Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé âû÷èñëèòå íèæíèå óðîâíè ýíåðãèè, èñïîëü-
çóÿ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà, öåíòðèðîâàííîãî â òî÷êå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì: En = 2~
a

√
2V0

m

[
n + 1

2
+ 1

4

(√
8mV0a2

~2 + 1 − 8mV0a2

~2

)]
.

Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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6.10. Çàðÿæåííûé òð¼õìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ îäèíàêîâû-
ìè ãëàâíûìè ÷àñòîòàìè (ωx = ωy = ωz) ïîìåù¼í â ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå
ïîëå B ‖ z. Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîëåì èìååò âèä:
V̂ = −µB (B · L̂), ãäå µB � ìàãíåòîí Áîðà, L̂ � îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëü-
ñà. Ðàññ÷èòàéòå ýôôåêò Çååìàíà äëÿ îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî
ñîñòîÿíèÿ.

6.11. Ðàññ÷èòàéòå ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-
òðîïíîãî òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ñî ñïèíîì 1/2, îáóñëîâëåííîå ñïèí-
îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âåëè÷èíå îðáèòàëü-
íîãî è ïîëíîãî ìîìåíòà â ýòîì ñîñòîÿíèè?

Óêàçàíèå: áàçèñíûå ôóíêöèè èìåþò âèä: |nx ny nz; ↑〉, |nx ny nz; ↓〉, ãäå
ñòðåëêà îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì ââåðõ / âíèç. Îïåðàòîð ñïèí-
îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ξ (L · S) öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
ξ 1

2
(L+ S− + L− S+) + ξ Lz Sz. Ýòî óäîáíî, ò.ê. äåéñòâèå S± íà ñïèíîâûå

ñîñòîÿíèÿ î÷åíü ïðîñòî. Îïåðàòîðû L± è Lz íóæíî çàïèñàòü ÷åðåç áîçå-
îïåðàòîðû a+

x , ax, a+
y è ò.ä.

6.12. Äèïîëü d ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I çàêðåïë¼í îäíèì êîíöîì â íåïî-
äâèæíîé òî÷êå è ñîâåðøàåò ñâîáîäíîå âðàùåíèå (ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðîòàòîðà) . Îïðåäåëèòü ïîëÿðèçóåìîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëàáîì
îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.

Ðåøåíèå. Ãàìèëüòîíèàí â îòñóòñòâèå ïîëÿ èìååò âèä: Ĥ0 =
L̂2

2I
. Åãî

ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, à óðîâíè

ýíåðãèè ðàâíû: εl =
~

2 l(l + 1)

2I
. Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ εl ðàâ-

íà 2l + 1. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äèïîëÿ ñ ïîëåì ðàâíà V = −(d · E).
Íàïðàâèì îñü z ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü ïîëÿ. Òîãäà V = −dE cos θ =
−dE

√
4π/3Y1, 0. Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê óðîâíþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

∆1ε0 = 〈Y0, 0|V |Y0, 0〉 = 0, ÷òî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó Y0,0 = 1/
√

4π. Äëÿ ðàñ-
÷¼òà ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîíàäîáèòñÿ íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ:

〈Yl,m|V |Y0, 0〉 = −dE
√

4π

3

1√
4π
〈Yl,m|Y1, 0〉 = −dE√

3
δl, 1 δm, 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

∆2ε0 =
∑

l,m 6= 0, 0

|〈Yl,m|V |Y0, 0〉|2

ε0 − εl
= −d

2 E2 I

3~2
.
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Â îòñóòñòâèå ïîëÿ âñå îðèåíòàöèè äèïîëÿ ðàâíîâåðîÿòíû è 〈d〉 = 0. Ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå èíäóöèðóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ñðåäíèé äèïîëüíûé ìîìåíò.
Î÷åâèäíî, ÷òî îí ïðîïîðöèîíàëåí ïðèëîæåííîìó ïîëþ: 〈d〉 = χE, ãäå χ
íàçûâàåòñÿ äèïîëüíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ, èëè ïîëÿðèçóåìîñòüþ. Ïðè íà-
ðàñòàíèè èíäóöèðîâàííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà îò íóëÿ äî ðàâíîâåñíîãî

çíà÷åíèÿ d, ýíåðãèÿ åãî ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó −
d∫
0

(E · dP) = −χE2/2.

Cðàâíèâàÿ ýòî ñ ðåçóëüòàòîì ïðîâåä¼ííîãî ðàñ÷¼òà, âèäèì, ÷òî èñêîìàÿ
ïîëÿðèçóåìîñòü ðàâíà χ = 2

3
d2I/~2.

6.13. Âû÷èñëèòå ïîëÿðèçóåìîñòü àòîìà âîäîðîäà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è
ïîëó÷èòå äëÿ íå¼ îöåíêó: 4a3 < χ < (16/3)a3, ãäå a � áîðîâñêèé ðàäèóñ.

6.14. Ðàññ÷èòàéòå â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñùåïëåíèå
óðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n = 2 â îäíîðîä-
íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ýôôåêò Øòàðêà).

6.15. Àòîì âîäîðîäà íàõîäèòñÿ â ñëàáîì îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B ‖ z. Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Ĥ =
1

2m

(
p̂ − e

c
A
)2

− e2

r
,

ãäå (Ax, Ay, Az) = 1
2
B (−y, x, 0) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Âûäåëèòå èç

ãàìèëüòîíèàíà ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïîëþ. Òðàêòóÿ èõ êàê âîç-
ìóùåíèå, ðàññ÷èòàéòå ïîïðàâêó ê óðîâíþ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è
äèàìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü àòîìà, χäèà = −∂2E/∂B2.

6.16. Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàññìîòðèòå âëèÿíèå íåòî-
÷å÷íîñòè ÿäðà íà óðîâíè ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà ñ n = 1, 2. Ïðè ýòîì
ÿäðî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûì øàðèêîì ðàäèóñà R� a0.

6.17. Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì âû÷èñëèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà

ìàòðèöû
(

2 1
1 4

)
, èñïîëüçóÿ ïðîáíûé âåêòîð íàèáîëåå îáùåãî âèäà: |ψ〉 =(

a
b ei φ

)
, ãäå a, b, φ � (âåùåñòâåííûå) âàðèàöèîííûå ïàðàìåòðû.

6.18. Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì âû÷èñëèòå ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ äâóõýëåêòðîííîãî àòîìà. Ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé îñíîâíîìó s-
ñîñòîÿíèþ, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Ĥ = − ~
2

2m

(
1

r1

d2

dr2
1

r1 +
1

r2

d2

dr2
2

r2

)
−
(
Z e2

r1

+
Z e2

r2

)
+

e2

|r1 − r2|
.
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Çäåñü ïåðâûå äâà ÷ëåíà îïèñûâàþò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ è
èõ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ÿäðîì, èìåþùèì çàðÿä Z|e|. Ïîñëåä-
íåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Åñëè áû îíî
îòñóòñòâîâàëî, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áûëà áû ïðî-
èçâåäåíèåì äâóõ âîäîðîäîïîäîáíûõ 1s-ôóíêöèé íåçàâèñèìûõ ýëåêòðîíîâ:
R(Z; r1) ·R(Z; r2), ãäå R(Z; r) = 2(Z/a0)3/2 exp(−Z r/a0), a0 � áîðîâñêèé
ðàäèóñ.

Ðàññìîòðèòå â êà÷åñòâå ïðîáíîé âîëíîâîé ôóíêöèè âûðàæåíèå
ψ(r1, r2) = R(Z ′; r1)R(Z ′; r2), â êîòîðîì Z ′ èãðàåò ðîëü âàðèàöèîííîãî
ïàðàìåòðà.

Óêàçàíèå: Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ìåæýëåêòðîííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ âîñïîëüçóéòåñü èçâåñòíîé ôîðìóëîé:

1

|r1 − r2|
=

∞∑
l=0

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y ∗l,m(θ1, φ1)Yl,m(θ2, φ2),

ãäå r< = min (r1, r2), r> = max (r1, r2). Ïðè ýòîì, äëÿ s- ñîñòîÿíèÿ âêëàä
â ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äà¼ò òîëüêî ÷ëåí ñ l = 0.

6.19. Äâå îäèíàêîâûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 íàõîäÿòñÿ
ñèëüíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå íàïðÿæ¼ííîñòè B. Ïî òåîðèè âîçìó-
ùåíèé ðàññìîòðèòå âëèÿíèå îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ J (S1 · S2)
íà ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèñòåìû (J � ò.í. îáìåííûé èíòåãðàë).

6.20. Ãàìèëüòîíèàí äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû èìååò âèä: H =
(
E1 λ∆
λ∆ E2

)
. Âû-

÷èñëèòå óðîâíè ýíåðãèè è ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ òî÷íî è ïî òåîðèè âîç-
ìóùåíèé (λ � ìàëûé ïàðàìåòð). Îòäåëüíî ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ:

1. |E1 − E2| � λ∆ (�çàòðàâî÷íûå� óðîâíè íåâûðîæäåíû);
2. |E1 − E2| � λ∆ (�çàòðàâî÷íûå� óðîâíè ïî÷òè âûðîæäåíû)

6.21. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìå øèðèíîé a â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Âíåçàïíî ïðîáåãàåò δ-
îáðàçíûé èìïóëüñ V (x, t) = V0 δ(x − c t). Âû÷èñëèòå ïî íåñòàöèîíàðíîé
òåîðèè âîçìóùåíèé âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ.

6.22. Âû÷èñëèòå ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ îäíîìåðíîãî çàðÿæåííîãî îñöèëëÿòîðà èç îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ïî äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà. Íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ
E(t) = E0 exp(−t2/τ 2).
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