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Вариант 1.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂ ⊗ R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε ком-

поненты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
0 ), Q̂(ε) = (Qj

� k) = ( 1 −1
0 2 ). Найти компоненты

тензора P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода
Aε→ε′ = ( 1 2

2 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij

� � k

)
=

(
( 1 1

4 7 )
( 2 0

1 3 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 5 2

1 0 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 1
−2 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ij

� � i

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P k

� j Qi T
ij
� � k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 0 3

0 1 ) ( −1 3
2 4 )(

−3 0
0 −3

)
( 1 0
−1 3 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i + j, e2 = −i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i + 4j; мат-
рицы тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 0 1
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора T̂ , заданного в некотором ортонормированном
базисе ε компонентами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

5 3 −4
1 8 0
−4 4 5

)
.

6. Представить тензор T̂ в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 3 −2 −2
−1 0 3
1 −1 9

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( −3 2

0 3 ),
A =

(
1 −1
−1 2

)
.
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Вариант 2.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −1

1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

3 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij
)

=
(

1 1 2
4 7 −1
0 1 1

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

5 0 2
1 0 3
−2 0 1

)
, Q̂(ε) = (Qi) =

(
1
−2
0

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ijP k

� j

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P k

� j Qi T
ij
)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
0 1 1
−2 1 1

)
( −1 3 4

1 0 −1
2 4 1

)
( −1 3 4

1 0 −1
2 4 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i − j, e2 = −i + 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = −i + 2j; мат-
рицы тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T � k

j

)
, в) (Tij), если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T i

�j

)
= ( 0 −1

2 1 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора Q̂, заданного компонентами в некотором ор-
тонормированном базисе ε

Q̂(ε) = (Qij) =
(

11 2 −5
2 2 10
−11 10 5

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 0
2 2 7
0 −1 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 3 −1
0 1 ),

A =
(

1 −1
−1 2

)
.
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Вариант 3.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 0
−1 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 1 1

3 0 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 4 3

7 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� jk

)
=

(
( 1 −1

1 0 )
( 2 1

1 0 )

)
, P̂ (ε) =

(
P ij
)

= ( −4 1
1 0 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 1

−3 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� ji

)
;2)
(
P ij Qi

)
; 3)

(
P ij Qk T k

� ji

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 1 3

10 12 ) ( −11 3
2 4 )(

−3 10
0 −13

)
( 0 0
−1 3 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i+ j, e2 = 2j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i+j; матрицы тензоров:
а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть
(
T ij
)

= ( 4 1
−1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора T̂ , заданного в некотором ортонормированном
базисе ε координатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

1 3 −1
1 −2 0
1 0 4

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты ,если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 0 −1 −2
−1 1 3
1 −1 0

)
7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел

(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 0 −1

2 1 ),
A =

(
2 −3
−3 5

)
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Вариант 4.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂ ⊗ R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε ком-

поненты R̂(ε) = (Ri) = ( 0
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 2 2

1 2 ). Найти компоненты
тензора P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода
Aε→ε′ =

( −2 3
3 −5

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами
T̂ (ε) =

(
T i

� j

)
=
(

1 −1 0
4 3 −1
0 1 1

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 0 2
1 −1 3
−1 2 1

)
, Q̂(ε) = (Qi) =

(
1
−1
0

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P k

� j Qi T
i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
0 1 1
−2 1 1

)
( −1 3 4

1 0 −1
2 4 1

)
( 0 −1 −1

2 −1 −1
−2 0 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для бази-
са e1 = i + j, e2 = i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = i− 4j; матри-
цы тензоров: а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T i

� k

)
= ( 2 −2

3 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора T̂ , заданного в некотором ортонормированном
базисе ε координатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

2 −1 −1
5 2 1
3 1 3

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 1 −1 −2
−1 0 3
0 −1 0

)
7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( −1 2

1 3 ),
A = ( 1 1

1 2 ).
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Вариант 5.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂ ⊗ R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε ком-

поненты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
2 ), Q̂(ε) = (Qi

� k) = ( 3 1
4 2 ). Найти компоненты

тензора P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода
Aε→ε′ = ( 2 1

3 2 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T � � k

ij

)
=

(
( 7 0

1 5 )
( 2 −1

1 0 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 2 2

1 1 ), Q̂(ε) =
(
Q i
)

= ( 1
−1 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T � � i

ji

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T � � l
ki

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) =
(
P � � � k

qrs

)
=

(
( 0 3

3 1 ) ( −1 2
2 4 )(

−3 0
0 −3

) (
1 −1
−1 3

)). Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = −i + j, e2 = i− 2j найти взаимный базис; матрицы метрических тен-
зоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i + 5j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 3 −2
2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в некотором ортонормированном
базисе ε координатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

4 −1 −1
−3 1 0
1 0 4

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 0 1 −1
−2 0 3
1 −1 0

)
7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел

(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 3 3
1 1 ),

A =
(

1 −1
−3 2

)
.
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Вариант 6.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) =
( −1
−2

)
, Q̂(ε) = (Qjk) = ( 3 0

1 −2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =

(
2 −1
−3 2

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами
T̂ (ε) =

(
T i

� j

)
=
(

0 −1 3
2 3 −1
0 1 4

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 2 2
1 −1 0
−2 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

0
−1
2

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
0 1 1
−2 1 1

)
( 0 −1 −1

1 0 −1
2 4 1

)
( 2 −1 −1
−2 −4 −1
−2 0 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = −i + j, e2 = −i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = i+j; матрицы
тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 0 −1
2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

2 −1 −1
3 2 0
3 2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

3 −1 −1
0 0 3
1 0 9

)
7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел

(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 1 −1

5 1 ),
A = ( 2 3

3 5 )
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Вариант 7.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 4
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −3 −3

1 0 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 7 5

4 3 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij

� � k

)
=

(
(−1 0

2 3 )
( 1 3

1 0 )

)
, P̂ (ε) =

(
P ij
)

= ( 0 1
3 −2 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 0

−1 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ij

� � i

)
;2)
(
P ij Qi

)
; 3)

(
P kl Qi T

ij
� � k

)
.

3. В некотором ε базисе тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 1 2

1 2 )
(
−1 3
−1 3

)
(
−3 0
−3 0

)
( 1 0

1 0 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = j, e2 = i− j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = i+2j; матрицы тензоров:
а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть
(
T i

� k

)
= ( 3 0

3 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора, заданного в некотором ортонормированном

базисе ε координатами T̂ (ε) =
(
T ij
)

=

(
3 −1 2

√
(3)

1 1 −2
2
√

(3) 2 −1

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 1 0 −2
−1 1 1
1 −1 2

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( −2 1

1 3 ),
A = ( 2 1

7 3 ).
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Вариант 8.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) =
( −1
−2

)
, Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 0

0 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =

( −2 3
3 −5

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами
T̂ (ε) =

(
T i

� j

)
=
(

3 5 0
0 0 −1
0 −1 1

)
, P̂ (ε) = (P ij) =

(
2 0 2
1 −2 3
−1 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

1
−1
3

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP ij

)
;2)
(
T i

� j Qj
)
; 3)

(
P kj Qj T i

� i

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (Pqrs) =


( 0 3 2
−3 0 1
−2 −1 0

)
( 0 3 4
−3 0 −1
−4 1 0

)
( 0 −1 −1

1 0 −1
1 1 0

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i−j, e2 = i+j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i−j; матрицы тензоров:
а)
(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть (Tij) = ( 2 4
0 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и
дуальный вектор) для тензора,заданного в ортонормированном базисе ε

координатами T̂ (ε) =
(
T ij
)

=
( 1 2 −1

2 1 −2
1 2 −2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

1 0 1
−1 0 0
1 −1 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 1 −1

0 1 ),
A =

(
2 −1
−5 3

)
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Вариант 9.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 3
4 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 5 −3

0 6 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 1 1

4 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i� j

� k

)
=

(
( 4 1

1 7 )
( 2 −1

2 3 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 1 2

1 −4 ), Q̂(ε) =
(
Q i
)

=
( −1
−2

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i� j

� i

)
;2)
(
P i

� j Q j
)
; 3)

(
P k

� j Q j T i� l
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 1 3

0 2 ) ( −1 3
2 3 )(

−3 2
1 −3

)
( 1 0
−2 3 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = j, e2 = i + j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = −i + 5j; матрицы тен-
зоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе

e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 2 −3
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
( 2 −1 −1
−1 1 0
1 −2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 2 −2 −2
−1 1 1
1 −1 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 2 −2
1 1 ),

A =
(

1 −1
−2 3

)
.



11

Вариант 10.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
1 ), Q̂(ε) = (Q � j

k ) = ( 5 4
1 2 ). Найти компоненты тензора

P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =
( −1 3

1 −4

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами
T̂ (ε) =

(
T i

� j

)
=
(

0 −1 0
0 3 0
0 4 3

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 0 3
4 −1 3
0 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

0
−1
−2

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
3 1 1
2 1 1

)
( −1 3 4

3 0 −1
3 −1 1

)
( 0 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i+j, e2 = i−j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = i−5j; матрицы тензоров:
а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть
(
T i

� k

)
= ( 2 −4

3 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

2 3 −2
−1 2 −2
2 2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

3 0 0
−1 0 3
0 −1 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( 0 2

1 3 ),
A =

(
1 −1
−1 2

)
.
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Вариант 11.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 2
4 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −3

1 5 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 1

1 1 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ijk

)
=

(
(−1 1

4 0 )
(−2 −2

1 0 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 0 2

1 4 ), Q̂(ε) = (Qi) =
( −1
−4

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ijk Qi

)
;2)
(
P i

� i

)
; 3)

(
P l

� j Qi T
ijk
)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 0 3

0 1 ) ( 0 3
0 1 )(

−3 0
0 −3

) (
−3 0
0 −3

)). Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i, e2 = i− 2j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = i+4j; матрицы тензоров:
а)
(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть (Tij) = ( 6 0
2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

1 −1 −2
5 1 −2
2 2 5

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 0 −3 −2
−1 0 3
2 −1 9

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 1 −1

1 1 ),
A = ( 1 1

2 3 )
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Вариант 12.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( −1
0 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −3

1 0 ). Найти компоненты тензо-
ра P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

3 4 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

0 −1 0
0 3 0
0 4 3

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 0 3
4 −1 3
0 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

0
−1
−2

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
0 1 1
0 3 2

)
(

0 1 1
1 0 −1
0 3 2

)
(

0 3 2
0 1 1
−2 0 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ , по-

лученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соответ-
ственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = −i− j, e2 = −i найти взаимный базис; матрицы метрических тензо-
ров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i + 4j; матрицы
тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 0 1
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
(

1 4 −2
0 4 0
2 0 5

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 1 −2 1
−1 0 0
1 −1 2

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 3 −1

1 1 ),
A =

(
2 −3
−3 5

)
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Вариант 13.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 4
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −2 −4

1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 1

3 2 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) = (T ijk) =

(
( 3 −1

4 0 )
( 2 1
−1 2 )

)
, P̂ (ε) =

(
P ij
)

= ( 4 2
1 6 ), Q̂(ε) =

(
Q i
)

= ( 0
−3 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ijk Q i

)
;2)
(
P ij Tikl

)
; 3)

(
P kj Q i Tijk

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) =
(
P � � � k

qrs

)
=

(
( 0 3

2 4 ) ( 0 3
2 4 )(

−3 0
0 −3

)
( 1 1

1 3 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для бази-
са e1 = i + j, e2 = i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 4i + 5j; мат-
рицы тензоров: а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T i

� k

)
= ( 1 −1

5 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) =

(
T ij
)

=
( 2 0 −1

2 5 −10
−5 −2 10

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

1 1 1
3 1 3
1 −1 2

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( 2 2

1 2 ),
A =

(
1 −2
−1 3

)
.
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Вариант 14.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −1

1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( −2 −3

1 1 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

2 −1 0
−4 0 −1
0 0 1

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

2 0 2
1 −1 0
−1 0 1

)
, Q̂(ε) = (Qi) =

(
2
−2
0

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P i

� j Qi T
k
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


( 0 3 2
−1 −1 −1
−1 −1 −1

)
( −1 −1 −1

1 0 −1
−1 −1 −1

)
( −1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = 2i + 3j, e2 = −2j найти взаимный базис; матрицы метрических тен-
зоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i − j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 1 −1
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 2 −1 −1
5 2 −4
−1 2 5

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 0
2 1 0
0 −1 3

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
=
(

1 −1
−2 1

)
,

A =
(

2 −3
−1 2

)
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Вариант 15.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 0
2 ), Q̂(ε) = (Qj

� k) =
(

0 −3
−1 2

)
. Найти компоненты тензора

P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =
(

1 −2
−2 5

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij

� � k

)
=

(
( 1 3
−4 0 )(
−2 1
−1 3

)), P̂ (ε) =
(
P i

� j

)
= ( 0 −2

1 4 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 10
−2 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ij

� � i

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P k

� j Qi T
ij
� � k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( −1 3

0 1 ) ( −1 3
0 1 )

( 1 0
0 −2 ) ( 1 0

−2 0 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i + 2j, e2 = −i − j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 2i + 5j; мат-
рицы тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 3 2
−2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 2 1 −1
−3 5 0
5 −2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 1
1 0 0
1 −1 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 3 −1
2 3 ),

A = ( 3 1
5 2 ).
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Вариант 16.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
5 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −3 −1

1 0 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

3 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

1 −1 0
1 2 3
0 0 3

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 1 3
0 −2 3
0 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

1
−1
0

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (Pqrs) =


(

1 3 2
1 3 2
1 3 2

)
(

1 3 2
1 0 −1
1 3 2

)
(

1 3 2
1 3 2
−2 0 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ , по-

лученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соответ-
ственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для бази-
са e1 = 2i + j, e2 = i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 4i − 4j; мат-
рицы тензоров: а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T i

� k

)
=
(

1 −1
−3 4

)
.

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 5 −1 0
−1 2 4
−2 0 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 1 1
2 2 2
0 1 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( 3 2

1 −1 ),
A =

(
4 −1
−3 1

)
.
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Вариант 17.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 5
3 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −5

1 6 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

1 2 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� jk

)
=

(
(−1 −1

0 7 )
( 0 6
−1 2 )

)
, P̂ (ε) =

(
P ij
)

=
(

0 −2
−1 0

)
, Q̂(ε) = (Qi) =

( −2
6 ).
Найти матрицы сверток: 1)

(
T i

� ki

)
;2)
(
P i j Qi

)
; 3)

(
P kj Qi T

i
� jk

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 10 3

0 11 ) ( −1 3
2 14 )

( 3 10
1 −3 ) ( 1 10

−11 13 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i + j, e2 = i − j найти взаимный базис; матрицы метрических тен-
зоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i + 3j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 3 1
0 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
18 −1 −1
7 10 16
−5 2 10

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 1 2
2 2 0
1 1 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
=
(

1 −1
−2 1

)
,

A =
(

1 −3
−1 4

)
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Вариант 18.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 0
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( −1 −1

0 0 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

1 1 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

1 −1 0
0 3 1
1 4 3

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

3 0 3
4 0 3
0 2 3

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

1
−1
2

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 0 0
1 1 1
1 1 1

)
(

0 0 0
1 1 1
1 1 1

)
(

0 0 0
1 1 1
1 1 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ , по-

лученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соответ-
ственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = −i + j, e2 = −i − j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i−j; матрицы
тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 1 3
2 0 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
2 −1 0
−1 2 −10
8 2 17

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 0 0
3 2 7
2 −2 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 5 −1

0 1 ),
A =

(
2 −1
−1 1

)
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Вариант 19.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 2
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 0 −1

4 3 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 2 3

3 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ijk

)
=

( (
−1 1
−4 4

)
( 2 0

1 3 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( −5 −3

0 1 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 3
−1 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ijk Qk

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P l

� j Qi T
ijk
)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 0 1

0 1 ) ( 2 2
2 2 )(

−3 −3
−3 −3

)
( 2 2

2 2 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = −i + 3j, e2 = i + j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = i−j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 0 −1
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
3 0 −1
−2 2 −6
3 2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 2 0
1 2 0
2 −1 2

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( 0 2

3 3 ),
A = ( 2 3

3 4 ).
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Вариант 20.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
5 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 2 3

1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 1 4

1 5 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

1 5 0
1 1 −1
0 −1 2

)
, P̂ (ε) = (P ij) =

(
1 0 1
3 −2 3
−1 2 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

1
0
4

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP ij

)
;2)
(
T i

� j Qj
)
; 3)

(
P kj Qj T i

� i

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)
(

1 1 1
1 1 1
1 1 1

)
(

2 2 2
2 2 2
2 2 2

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ , по-

лученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соответ-
ственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для бази-
са e1 = i − j, e2 = i + 2j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = i + 2j; матри-
цы тензоров: а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T i

� k

)
= ( 2 4

3 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 1 −1 −5
7 −2 3
−5 1 1

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора;
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 0
0 2 1
2 −1 3

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 0 2
0 1 ),

A = ( 4 1
3 1 ).
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Вариант 21.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( −1
5 ), Q̂(ε) = (Q � j

k ) = ( 2 0
−1 2 ). Найти компоненты тензора

P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =
( −1 4

1 −5

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij

� � k

)
=

(
( 1 −1

4 0 )
( 7 0

1 −3 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 0 2

1 3 ), Q̂(ε) =
(
Q i
)

= ( 0
−1 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ij

� � i

)
;2)
(
P i

� j Q j
)
; 3)

(
P i

� j Q k T lj
� � k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 0 0

0 1 ) ( −2 3
2 4 )

( 3 1
1 3 )

(
−1 4
−3 3

) ). Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i + j, e2 = j найти взаимный базис; матрицы метрических тензоров;
ко- и контравариантные координаты вектора x = i+j; матрицы тензоров:
а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в базисе e1, e2

есть
(
T ij
)

= ( 5 1
2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
2 −1 −5
−1 5 0
1 2 2

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 0
4 2 0
5 −1 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 5 −4

0 1 ),
A = ( 2 3

1 2 )
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Вариант 22.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 2 0

−1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 1 1

2 3 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
( 0 −1 0

0 −3 1
0 1 −4

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 2 2
1 −2 0
−2 0 1

)
, Q̂(ε) =

(
Qi
)

=
(

0
−1
0

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qj
)
; 3)

(
P k

� j Qj T i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs) =


(

0 3 2
0 1 1
−2 1 1

)
(

3 3 4
1 0 −1
1 4 1

)
(

0 3 2
2 0 1
−2 4 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ , по-

лученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соответ-
ственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для бази-
са e1 = 3i + j, e2 = i + j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 5i + 3j; мат-
рицы тензоров: а) (Tij), б)

(
T ij
)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂

в базисе e1, e2 есть
(
T i

� k

)
= ( 6 1

0 4 ).
5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-

альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
1 −1 5
3 5 3
1 −1 1

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 4
0 2 0
2 2 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( 1 2

1 −3 ),
A = ( 1 1

1 2 ).
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Вариант 23.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( −3
5 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 1 1

1 2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 1 5

1 6 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) = (T ijk) =

(
( 2 1

4 3 )(
−2 0
−1 0

)), P̂ (ε) =
(
P ij
)

= ( −5 0
2 0 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 0

−1 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ijk P ij

)
;2)
(
P ij Qi

)
; 3)

(
P kj Qj Tilk

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (P qrs
� � � k) =

(
( 0 3

0 −1 ) ( −1 2
2 1 )(

−2 0
1 −3

)
( 1 0

1 2 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i − j, e2 = i − 2j найти взаимный базис; матрицы метрических тен-
зоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i− 4j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 2 −1
4 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 4 −1 −5
−3 1 3
−3 1 4

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂ =
(
Q � j

i

)
=
(

3 0 1
1 1 0
0 2 1

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T i

� j

)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 1,

(
T i

� j

)
= ( 2 −2

2 1 ),
A = ( 2 3

3 5 )
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Вариант 24.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) = ( 1
−2 ), Q̂(ε) = (Qjk) = ( 2 0

1 −2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ = ( 1 2

1 3 ).
2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T i

� j

)
=
(

3 −1 0
0 3 1
0 −1 1

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
=
(

1 0 2
1 −1 0
−1 2 6

)
, Q̂(ε) = (Qi) =

(
1
−1
1

)
.

Найти матрицы сверток: 1)
(
T i

� kP
k
� j

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P j

� j Qi T
i
� k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) = (Pqrs) =


(−1 3 2

1 1 1
−2 0 −1

)
( −3 3 4
−1 0 −1
0 4 1

)
( −2 −4 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

)

. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂, T̂ ,

полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) соот-
ветственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным) по
какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = 2i + j, e2 = −i − j найти взаимный базис; матрицы метрических
тензоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = i+5j; матрицы
тензоров: а) (Tij), б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть
(
T ij
)

= ( 4 −1
1 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

(
2 1 −3
3 2 1
5 1 3

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора;
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

2 −1 0
1 2 2
2 −1 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел
(
T ij
)
.

Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 3,

(
T ij
)

= ( 1 1
0 1 ),

A = ( 1 1
1 2 ).
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Вариант 25.
1. Пусть тензор P̂ = Q̂⊗R̂, а тензоры Q̂ и R̂ имеют в базисе ε компонен-

ты R̂(ε) = (Ri) =
( −1
−2

)
, Q̂(ε) = (Qjk) = ( 2 0

1 −2 ). Найти компоненты тензора
P̂ в базисе ε и в базисе ε′ = εA, где матрица перехода Aε→ε′ =

(
1 −4
−1 5

)
.

2. Тензоры T̂ ,P̂ ,Q̂ в некотором базисе ε заданы матрицами

T̂ (ε) =
(
T ij

� � k

)
=

(
( 1 1

0 1 )
( 0 −1

1 0 )

)
, P̂ (ε) =

(
P i

� j

)
= ( 0 2

1 1 ), Q̂(ε) = (Qi) = ( 10
−2 ).

Найти матрицы сверток: 1)
(
T ij

� � i

)
;2)
(
P i

� j Qi

)
; 3)

(
P k

� j Qi T
ij

� � k

)
.

3. В некотором базисе ε тензор P̂ задан компонентами

P̂ (ε) =
(
P � � � k

qrs

)
=

(
( 2 3

0 1 )
(
−1 3
−2 0

)
(
−3 0
0 −3

)
( 1 0

0 3 )

)
. Найти компоненты тензоров Q̂, R̂,

T̂ , полученных транспонированием P̂ по индексам (1, 2), (1, 3), (2, 3) со-
ответственно. Является ли тензор P̂ симметричным (антисимметричным)
по какой-либо паре индексов?

4. Пусть i, j – ортонормированный базис в пространстве E2.Для базиса
e1 = i + 3j, e2 = i− 2j найти взаимный базис; матрицы метрических тен-
зоров; ко- и контравариантные координаты вектора x = 3i− 4j; матрицы
тензоров: а)

(
T ij
)
, б)

(
T i

� k

)
, в)

(
T � k

j

)
, если компоненты тензора T̂ в

базисе e1, e2 есть (Tij) = ( 2 −1
2 1 ).

5. Построить геометрическое изображение (тензорную поверхность и ду-
альный вектор) для тензора, заданного в ортонормированном базисе ε ко-
ординатами T̂ (ε) = (Tij) =

( 2 −1 −5
3 2 −1
5 1 −5

)
.

6. Представить тензор в виде суммы шарового тензора и девиатора,
найти его инварианты, если в некотором базисе ε

Q̂(ε) =
(
Q � j

i

)
=
(

1 −1 1
1 1 1
1 −1 0

)
.

7. Псевдотензор T̂ веса M в базисе ε представлен массивом чисел (Tjk).
Найти соответствующий массив чисел в новом базисе ε′, связанном со
старым матрицей перехода Aε→ε′ ≡ A, если: M = 2, (T jk) = ( −2 2

0 1 ),
A =

( −2 −1
−5 −3

)
.


