
Министерство образования и науки Российской Федерации 
Уральский федеральный университет 

имени первого Президента России Б.Н. Ельцина 
 
 
 
 

Р. М. Минькова 
 

 
 
 

Методы математической физики 
 
 
 

Учебное пособие  
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Научный редактор − проф., д-р физ.-мат. наук А.Р. Данилин 
 
 
 
 
 
 
 
 

Екатеринбург 
УГТУ-УПИ 

2013 

  
 



 2

УДК 517.2 : 517.3  
ББК 22.161.1 
М 62 
 
Рецензенты:  
кафедра прикладной математики Уральского государственного экономического 
университета 
(зав. кафедрой, доц., канд. физ.-мат. наук Ю.Б. Мельников); 
старший научный сотрудник Института математики и механики УрО РАН, 
проф., д-р физ.-мат. наук Е.Ф. Леликова; 
 
 
 

Минькова Р.М. 
 
М 62 Методы математической физики: учебное пособие / Р.М. Минькова. Ека-
теринбург: УрФУ, 2013. 87 с. 
 
 ISBN 978-5-321-01448-6 
 

Рассмотрены некоторые элементы функционального анализа, специаль-
ные функции, постановка задач математической физики и приведение их к ка-
ноническому виду, метод Фурье решения задач математической физики.  

Учебное пособие предназначено для студентов физических специально-
стей физико-технического факультета. 
 
 Библиогр.: 18 назв. Рис.7. 
 
 
 

Подготовлено кафедрой «Вычислительные  
методы и уравнения математической физики» 
при поддержке физико-технического факультета.  

 
 

                                                                                           УДК 517.2: 517.3  
ББК 22.161.1 

  
 
 

ISBN 978-5-321-01448-6                ©  Уральский федеральный университет, 2013 
                         

 



 3

Оглавление 
1. Элементы функционального анализа …..……….………..………………....5 

1.1. Евклидовы и гильбертовы пространства....…………....…...........…....…....5 
1.2. Ряды Фурье по ортогональной системе ….………….....…......…........…....7 
1.3. Собственные элементы и собственные значения оператора .………….…8 
1.4. Задача Штурма-Лиувилля...............................................................................9 

2. Специальные функции ………..………..………………………….…………13 
2.1. Ортогональные многочлены Лежандра, Эрмита, Лагерра....................….13 
2.2. Функции Лежандра, Эрмита……..................................................................17 
2.3. Функции Бесселя.……………………………………………….…...…..….18 
2.4. Дельта-функция Дирака….…………………………….………...………....24 

3. Постановка простейших задач математической физики .…………......…..27 
3.1. Задача теплопроводности …………………………….…....……..….......…27 
3.2. Задача малых колебаний …………………....…...……….……..…......…...30 
3.3. Задачи, приводящиеся к уравнению Лапласа ..…….….……..….......……33 
3.4. Приведение уравнений к каноническому виду......................................….34 

4. Метод Фурье разделения переменных ……………….……....……..………..42 
4.1. Метод Фурье для однородного уравнения и  однородных граничных 

условий..…………….……………..……………...………………………...42 
4.2. Метод Фурье для неоднородного уравнения и однородных граничных 

условий............................................................................................................49 
4.3. Метод Фурье для задачи с неоднородными граничными условиями........52 
4.4. Решение краевых задач для уравнения Лапласа…………….……..……...55 

5. Метод интегральных преобразований  64 
5.1. Преобразование Фурье и его свойства…………………………………….64  
5.2. Колебания бесконечной и полубесконечной струны.  

Формула Даламбера  65 
5.3. Распространение тепла в бесконечном и полубесконечном стержне. 

Функция Грина  67 
6. Вариационное исчисление ................................................................................70 

6.1. Основные понятия…………………………………………………………..70 

6.2. Экстремум функционала       , ,
b

a

F y f x y x y x dx    72 

6.3. Экстремум функционала    1 1 1,..., , ,..., , ,...,
b

n n n
a

F y y f x y y y y dx     74 

6.4. Экстремум функционала…           , , ,...,
b

n

a

F y f x y x y x y x dx    75 

6.5. Условный экстремум  76 
7. Справочные сведения………………………..……..…………………………78 

7.1. Многочлены Лежандра и Чебышева………………………………………78 
7.2. Многочлены Эрмита и Лагерра……………………………………………78 



 4

7.3. ФункцииЛежандра и Эрмита………………………………………………79 
7.4. Функции Бесселя……………………………………………………………79 
7.5. Оператор Лапласа в различных системах координат…………………….85 
7.6. Общее решение уравнения Лапласа в круговой области…………….…..85 
Библиографический список…………………….….…………...…..……...........87 



 5

1. Элементы функционального анализа  
1.1. Евклидовы пространства 

Определение. Евклидовым (вещественным) пространством H  называют 
линейное пространство (над полем вещественных чисел), в котором определено 
скалярное произведение любых двух элементов ,x y , т.е. вещественное число 
 ,x y , удовлетворяющее следующим аксиомам: 

1)    , , ,x y y x  
2)    , , ,x y x y   
3)      1 2 1 2, , , ,x x y x y x y    
4)    , 0; , 0 0.x x x x x     

Свойства евклидова пространства 
1).    , , .x y x y   
2).      1 2 1 2, , , .x y y x y x y    
3). Неравенство Коши-Буняковского:       , , ,x y x x y y  . 

Свойства 1)-3) были рассмотрены в линейной алгебре. 
4). В евклидовом пространстве можно ввести норму  ,x x x  и  

сходимость 0 приn nx x x x n      
Отметим некоторые свойства нормы: 

 

       

    
 

          

22

22 2 2

, 0, , 0 , 0 0,

, , ,

) , ,

, , 2 , , 2 .

a x x x б x x x x x x

в x x x x x x x

г x y x y

д x y x y x y x x x y y y x x y y x y

      

       

      

 

            

 

5). Непрерывность скалярного произведения: 
   , , , приn n n nx x y y x y x y n     . 

Действительно,            , , , , , ,n n n n n nx y x y x y x y x y x y             

   , , 0 приn n n n n nx y y x x y x y y x x y n            , 
так как из сходимости ,n nx x y y   следует, что 0, 0n nx x y y     и по-
следовательность nx  ограничена, т.е. nx M . 

Рассмотрим примеры евклидовых пространств. 
1). В пространстве kR  для элементов    1 2 1 2, ,..., , , ,...,k kx x x x y y y y   скалярное 
произведение определяется формулой 

  1 1 2 2, ... k kx y x y x y x y       . 

Тогда норма   2 2 2
1 2, ... kx x x x x x      совпадает с длиной вектора.  

2). В пространстве  2 ,L a b
  функций  x x t , интегрируемых на  ,a b  с квадра-

том с весом  t , скалярное произведение функций    ,x x t y y t   определя-
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ется формулой 

       ,
b

a

x y t x t y t d t  . 

Тогда норма      2,
b

a

x x x t x t d t   . 

Ортогональные системы в евклидовом пространстве 
Систему элементов 1 2, ,..., ,...nx x x  называют ортогональной, если ее элемен-

ты попарно ортогональны, т.е.  , 0i kx x при i k  . 
Систему элементов 1 2, ,..., ,...nx x x  называют ортонормированной, если она 

является ортогональной и ее элементы нормированы, т.е.  1 1, 2,...kx k  . 
Бесконечную систему элементов 1 2, ,..., ,...nx x x  называют линейно независи-

мой, если любая ее конечная подсистема линейно независима. 
Примером бесконечной линейно независимой системы является система 

функций 21, , ,..., ,...nt t t  
Отметим некоторые свойства ортогональных систем, известные из алгебры. 

1). Для ортогональных элементов справедлива теорема Пифагора: 
2 2 2 2 2 2 2,x y x y x y z x y z        . 

2). Всякая ортогональная система ненулевых элементов является линейно не-
зависимой системой. 
3). Всякую линейно независимую систему 1 2, ,..., ,...nx x x  можно ортогонализиро-
вать, т.е. построить ортогональную систему 1 2, ,..., ,...ny y y  следующим образом: 

1 1

2 2 21 1

3 3 31 1 32 2

,
,

,

y x
y x a y
y x a y a y


  
   


 

Коэффициент 21a  определяется из условия  2 1, 0y y  , 
коэффициенты 31 32,a a  определяются из условий    3 1 3 2, 0, , 0y y y y   и т.д. 

Замечание.  
Если применить описанный процесс ортогонализации к линейно независи-

мой системе функций 21, , ,..., ,...nx x x : 
а) в пространстве  2 1; 1L  , то получим ортогональную систему многочленов 
Лежандра, 
б) в пространстве  

2
2 , , xL e


    , то получим ортогональную систему 
многочленов Эрмита, 
в) в пространстве  2 0, , xL e


   , то получим ортогональную систему мно-

гочленов Лагерра, 
г) в пространстве   2

2 1; 1 , 1/ 1L x


   , то получим ортогональную систе-
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му многочленов Чебышева. 
Более подробно системы ортогональных многочленов будут изучены ниже. 

1.2. Ряды Фурье по ортогональной системе 
Пусть 1 2, ,..., ,...n    ортогональная система элементов в вещественном ев-

клидовом пространстве H . Линейную комбинацию 
1

n

n k k
k

P c 


  назовем поли-

номом по ортогональной системе 1 2, ,..., n   . Будем приближать произвольный 
элемент f H  полиномом nP . 

Теорема 1.1. Среди всех полиномов вида 
1

n

n k k
k

P c 


  по ортогональной 

системе 1 2, ,..., n    наименьшее квадратичное уклонение 2
n nI f P   от 

функции f  имеет полином nP  с коэффициентами Фурье этой функции 
 
 

 
2

, ,

,
k k

k
k k k

f f
c

 

  
  .                                       (1.1) 

Доказательство: 

       
2

2 2

1 1
, , 2 , , 2 , .

n n

n n n n n n n k k k k
k k

I f P f P f P f f f P P P f f c c 
 

 
           

 
 

Воспользуемся свойствами скалярного произведения и теоремой Пифагора: 

   2 22 22 2

1 1 1
2 , 2 ,

n n n

n k k k k k k k k
k k k

I f c f c f c c f   
  

           .          (1.2) 

Вспомним известное свойство: квадратный трехчлен  2 0a x b x c a    имеет 
минимум при / 2x b a  . В нашем случае квадратный относительно kc  трехчлен 

 22 2 ,k k k kc c f   имеет минимум при   2
, /k k kc f   , т. е., если kc  есть 

коэффициент Фурье; поэтому и квадратичное уклонение (1.2) имеет минимум, 
если  1, 2,...,kc k n  есть коэффициенты Фурье. 

Определение. Рядом Фурье элемента f  по ортогональной системе 1 2, ,..., ,...n    

называют ряд 
1

k k
k

c 




  с коэффициентами Фурье  
 

 
2

, ,

,
k k

k
k k k

f f
c

 

  
  . 

Следствие. Пусть   1n nc


  есть коэффициенты Фурье элемента f  по ортогональ-

ной системе   1n n


 . Тогда ряд 22

1
k k

k
c 




  сходится и 2 22

1
k k

k
c f




 . 

Доказательство. Выразим  , kf   из равенства (1.1) и подставим в равенство (1.2) 
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 2 2 2 22 2 22 2 2 2

1 1 1
2 , 2 ,

n n n

n k k k k k k k k k k
k k k

I f c c f f c c f c    
  

                  

т.е. 22 2

1
, где

n

n n k k
k

nI f S S c 


    

Так как 0nI  , то 2
nS f , то есть последовательность частичных сумм nS  ряда 

22

1
k k

k
c 




  ограничена; кроме того, последовательность nS  является возрастающей, и по-

тому сходящейся. Следовательно, ряд 22

1
k k

k
c 




  сходится и его сумма 2lim .nn

S S f


   

1.3. Собственные элементы и собственные значения оператора 

Пусть H  евклидово пространство, Aлинейный оператор, действующий из 
H  в H . Напомним ряд определений из линейной алгебры. 

Ненулевой элемент x  называют собственным элементом оператора A , а 
число   соответствующим собственным значением, если  

 A x x . 
Если x  есть собственный элемент, то и k x  ( k  число) есть собственный элемент. 
Оператор A  называют самосопряженным в евклидовом пространстве H , если  

   , ,Ax y x Ay  

для любых элементов ,x y  из пространства H . 
Оператор A  называют неотрицательным в евклидовом пространстве H , если 

 , 0Ax x   
для любого элемента x  из пространства H . 

Теорема 1.2. Пусть H  евклидово пространство, Aлинейный опера-
тор, действующий из H  в H . Тогда 

1) если оператор A  является самосопряженным, то его собственные 
значения действительны, а собственные элементы, соответствующие 
различным собственным значениям, ортогональны; 

2) если оператор A  является неотрицательным, то его собственные 
значения неотрицательны; 

Доказательство:  
1). Пусть x  собственный элемент оператора A , а   соответствующее соб-

ственное значение; тогда  A x x , 
     
       

, , ,

, , , ,

Ax x x x x x

Ax x x Ax x x x x

 

 

  


  
     , 

т.е.   действительное число. 
Пусть ,x y  собственные элементы, соответствующие различным соб-

ственным значениям  ,    . Тогда 
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     
       

, , ,

, , , ,

Ax x Ax y x y x y

A y y Ax y x A y x y x y

  

  

   


    
       , , , , 0x y x y x y        . 

Так как   , то  , 0x y  , т.е. собственные элементы ,x y  ортогональны. 

2). Пусть x   собственный элемент оператора A ,    соответствующее соб-
ственное значение, т.е.  A x x  и оператор A  является неотрицательным, т.е. 
 , 0Ax x  ; тогда      0 , , ,Ax x x x x x    . Так как собственный элемент не мо-
жет быть нулевым, то  , 0x x  , и, следовательно, 0  . 

1.4. Задача Штурма-Лиувилля 

Рассмотрим оператор  1 div gradLu p u qu


      и пространство H  функ-

ций  u u M , определенных на фигуре  Ф  и удовлетворяющих на границе Г  этой 
фигуры граничному условию вида 

0
Г

uu
n

 
    

.                                        (1.3) 

Введем в пространстве H  скалярное произведение 
       

 
,

Ф

u v M u M v M dФ  . 

Задача Штурма-Лиувилля состоит в нахождении собственных функций 
оператора Lu  в пространстве H . 

Будем предполагать, что  
 M    непрерывная, положительная функция на фигуре  Ф ,  
 p p M  непрерывно дифференцируемая функция на фигуре  Ф , 
 q q M  непрерывная функция на фигуре  Ф , 
 u u M дважды дифференцируемая функция на фигуре  Ф , 
   ,M M     функции одного знака, определенные на границе Г  и од-

новременно не обращающиеся в ноль, т.е. 2 20, 0       . 
Если 0  , то граничное условие можно записать в виде 0Гu  , его называ-

ют граничным условием первого рода; 

если 0  , то граничное условие можно записать в виде 0
Г

u
n





, его назы-

вают граничным условием второго рода; 
если 0, 0   , то имеем граничное условие третьго рода. 

Теорема 1.3. Пусть задан оператор  1 div gradLu p u qu


     . Тогда 

1) оператор Lu  является самосопряженным оператором в пространстве H ;  
2) при 0p   и 0q   оператор Lu  неположителен в пространстве H . 
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Доказательство проведем для случая, когда    ,Ф a b . Тогда 

                  1 1d d uLu p x q x u x p x u x q x u x
x dx dx x 
                

,       (1.4) 

граница Г  состоит из точек ,x a x b  , причем ,
x b x b x a x a

u du u du
n dx n dx   

 
  

 
. 

Обозначим        1 2 1 2, , , .a b a b            Тогда граничное условие 

0
Г

uu
n

 
    

 примет вид: 

   
   

1 1

2 2

0,
0,

u a u a
u b u b

 
 

 
  

  где   2 20, 0 1, 2i i i i i        .    (1.5) 

Для доказательства первого утверждения теоремы вычислим скалярное про-
изведение  ,Lu v , используя вид (1.4) оператора Lu  и интегрирование по частям: 

                    

                 

,

.

b b b

a a a
b b

b
a

a a

Lu v x Lu x v x dx p x u x v x dx q x u x v x dx

p x u x v x p x u x v x dx q x u x v x dx

        

      

  

 
 

Поменяв ,u v  местами, получим 

                   , .
b b

b
a

a a

Lv u p x v x u x p x u x v x dx q x u x v x dx                   (1.6) 

Тогда 

                     
       , , .b b b

a a a

b

a

u x u x
Lu v Lv u p x u x v x p x v x u x p x p x x

v x v x
 

           
Запишем граничное условие (1.5) в точке x a  для функций    ,u x v x : 

   
   

1 1

1 1

0,
0.

u a u a
v a v a

 
 

 
  

 

Так как эта однородная система уравнений имеет ненулевое решение ( 1  и 1  
одновременно не равны нулю), то определитель системы равен нулю, т.е. 

     
   

0
u a u a

a
v a v a


   


. Аналогично,      

   
0

u b u b
b

v b v b


   


. Следовательно, 

   , , 0Lu v Lv u   и оператор Lu  является самосопряженным оператором в H . 
Для доказательства второго утверждения запишем формулу (1.6) при v u : 

               2 2, .
b b

b
a

a a

Lu u p x u x u x p x u x dx q x u x dx                         (1.7) 

Учитывая граничные условия (1.5) 
   
   

1 1

2 2

0,
0,

u a u a
u b u b

 
 

 
  

       2 20, 0 1, 2i i i i i        , 

определим знак выражения       b
ap x u x u x . Рассмотрим несколько случаев: 
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а) если 1 20, 0   , то        1 2

1 2
,u a u a u b u b 

 
     и 

                         2 22 1

2 1
0b

a
p x u x u x p b u b u b p a u a u a p b u b p a u a 

 
        ; 

б) если 1 20, 0   , то        2
1

2
; 0 0u b u b u a u a




        и 

                     2 2

2
0b

a
p x u x u x p b u b u b p a u a u a p b u b 


       ; 

в) аналогично, если 2 10, 0   , то       0b
a

p x u x u x  ; 
г) если 1 20, 0   , то        1 20 0, 0 0u a u a u b u b        и 

                  0b
a

p x u x u x p b u b u b p a u a u a     . 

Итак, в правой части равенства (1.7) первое слагаемое       b
ap x u x u x  неполо-

жительно; второе и третье слагаемые     2
b

a

p x u x dx     ,     2
b

a

q x u x dx      также 

неположительны при 0p  , 0q  ; поэтому выражение  ,Lu u , а значит, и опера-
тор Lu  неположительны. 

Свойства собственных функций задачи Штурма – Лиувилля 
Сформулируем свойства собственных функций задачи Штурма – Лиувилля.  

       
2 2

, , 1 div grad ,
0,

0, 0.
где

Г

Lu M u M M Ф Lu p u q u
uu
n




 
   

 
               

             (1.8) 

Теорема 1.4 
1). Собственные функции задачи (1.8), соответствующие различным соб-

ственным значениям, ортогональны в пространстве H . 
2). Если 0p   и 0q  , то собственные значения задачи (1.8) неположительны. 
3). Число 0   есть собственное значение задачи (1.8) тогда и только тогда, 

когда 0q   и граничное условие имеет вид 0
Г

u
n





 (граничное условие второго 

рода). При этом u const  – соответствующая собственная функция 
4). Любая функция из пространства H  разлагается в ряд Фурье по ортого-

нальной системе собственных функций задачи (1.8), причем этот ряд сходится к 
функции абсолютно и равномерно. 

Замечание.  
 Если в операторе Lu  функция  p M  в одной из граничных точек равна нулю, то 
граничное условие в этой точке заменяется на условие ограниченности  u M ; 
при этом свойства 1) – 4) сохраняются. 

Свойства 1) – 2) следуют из теоремы 1.3. 
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Третье свойство следует из того, что для собственного значения   и его соб-
ственной функции  u x  имеем 

     0 , ,L u u u L u u u u     . 
Поэтому  0 , 0Lu u    . В правой части равенства (1.7) 

               2 2,
b b

b
a

a a

Lu u p x u x u x p x u x dx q x u x dx              

каждое слагаемое неположительно (см. доказательство теоремы 1.3), 0p  ; поэтому 
     , 0 0, 0.Lu u u x q x     

Тогда  u x const . Кроме того, из условия   0u x   следует, что    0, 0u a u b   , т.е. 
имеем граничное условие второго рода. 

Вывод свойств 4) – 5) опустим. 
Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля на отрезке  ,a b  для оператора 

             Lu x A x u x B x u x C x u x    : 

     
     

   
1 1

2 2

, , ,
0 или ,

0,

Lu x u x x a b
u a u a u a

u b u b


 

 

  


   
  

 где 
             

 2 2

,

0, 0 1, 2 .i i i i

Lu x A x u x B x u x C x u x

i   

   

    
 (1.9)            

Сформулируем свойства собственных функций задачи (1.9).  

Теорема 1.5. 
1). Собственные функции задачи (1.9) ортогональны в пространстве H  с весом 

1 exp B

AA
dx    

  .                                         (1.10) 

2). Если 0, 0,A C   то собственные значения 0  . 
3). 0   есть собственное значение, а 1u   – соответствующая собственная 

функция тогда и только тогда, когда   0C x   и граничные условия имеют вид: 

 
 

0,
0,

u a
u b
 

  
   или    

 
,

0.

u a

u b

  


 
                                (1.11) 

5). Любая функция из пространства H  разлагается в ряд Фурье по ортого-
нальной системе собственных функций задачи (1.9), причем этот ряд сходится к 
функции абсолютно и равномерно. 

Для вывода свойств 1) – 3) запишем оператор  Lu x  в виде  

             1Lu x A x u x B x u x C x u x  


      . 

Подберем   так, чтобы этот оператор совпал с оператором  

                     1 1 1div grad .Lu x p x u x q x u x p x u x q x u x pu p u qu
  

                 
Для этого положим            , ,A x p x B x p x C x q x         . Тогда 
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 
 

 
     

     
 

 
 

1, ln , exp , exp .
p x B x B x B x B xpp x dx p x dx dx
p x A x A x A x A A A x


   

              
  

Так как 0  , то выберем знак так, чтобы A A  .  
Тогда свойство 1) задачи (1.9) следует из свойства 1) задачи (1.8) при  

1 exp B

AA
dx    

  . 

Свойство 2) задачи (1.9) следует из свойства 2) задачи (1.8) с учетом того, 
что 0, 0p A q C        , если 0, 0A C  . 

Свойство 3) задачи (1.9) следует из свойства 3) задачи (1.8) с учетом того, 
что 0q C    , если 0C  . 

Пример 1.1. Найти базис из собственных функций оператора Ly y , удо-
влетворяющих граничным условиям    0 0, 0.y y l   Найти вес ортогонально-
сти и норму этих функций. Разложить функцию    f x x l x   в ряд Фурье по 
базису из собственных функций. 
Решение. 1). Имеем оператор вида L y Ay By Cy    , где 1, 0, 0A B C   . Так 
как 0, 0,A C   то по теореме 1.5 собственные значения 0  ; при этом 0  , 
так как вид граничных условий    0 0, 0y y l   отличен от условий (1.11). 
Удобно записать отрицательное число   в виде 2.    Тогда уравнение 
Ly y  примет вид: 2y y   .  
2). Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с 
постоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение: 

2 2.k    Его решения k i  , а общее решение дифференциального уравнения 
1 2cos siny c x c x     . 

3). Воспользуемся граничными условиями    0 0, 0.y y l   Из граничного усло-
вия  0 0y   имеем: 1 0c   и 2 siny c x  . Так как собственные функции – это 
ненулевые функции, определяющиеся с точностью до постоянного множителя, 
то можно положить 2 1.c   Из условия   0y l   получим 

sin 0, , / ( 1, 2,...)kl l k k l k        . 
Итак, базис из собственных функций 

sin ,k ky x ,    где  / ( 1, 2,...).k k l k     
4). Найдем по формуле (1.10) вес ортогональности собственных функций опера-
тора L y Ay By Cy    , где 1, 0, 0A B C    (теорема 1.5): 

  01 exp exp 0 1B

AA
dx dx e      

   . 

5). Найдем норму собственных функций  ky x : 

   2 2 2

00 0 0

1 cos 2 sin 21, sin .
2 2 2 2

l l l
k k

k k k k k
k

lx x ly y y y x dx x dx dx x 
 


 

        
 

    

Здесь мы воспользовались тем, что sin 2 sin 2 0k l k   . 
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6). Разложим функцию    f x x l x   в ряд Фурье по собственным функциям ky : 

1k
k kf c y




 ,  где   

 
,
,

k
k

k k

f y
c

y y
 . 

Вычислим скалярное произведение  , kf y , применив интегрирование по частям 

и учитывая, что  sin sin 0, cos cos 1 k
k kl k l k        : 

                 
0 0 00

2
1, sin cos cos

l l l

k k k k
k

l
kf y f x y x dx x l x x dx x l x x l x x dx   



 
          

 
  

       2 3 30

0, 2 ,1 12 sin 2sin 2cos
0 0 4 / , 2 1.

l

k k k
k k k

l l k n
l x x x dx x

k n
  

  

               
  

Так как  ,
2k k
ly y  , то  

  3

0, 2 ,,
, 8 / , 2 1.k

k
k

k k

k nf y
c

y y l k n

   
  

 

Следовательно, разложение функции    f x x l x   в ряд Фурье имеет вид 

 
2

2 1 2 1 2 13
0 0 2 1

8 sinn n n
n n n

lf x c y x
  

  

 
   . 

Пример 1.2. Найти базис из собственных функций оператора Ly y , удовле-
творяющих граничным условиям      0 0, 0.y y l h y l      Найти вес ортого-
нальности и норму этих собственных функций. 
Решение. 1). Как и в предыдущем примере, получим  

1 2cos siny c x c x     . 
2). Так как 1 2sin cosy c x c x         , то   20 0y c    ; здесь   отлично от нуля, 
так как граничные условия отличны от условий (1.11). Тогда 1 cosy c x   или 

cosy x  (при 1 1c  ). Из условия     0y l h y l    получим sin cos 0l h l       , 
или tg /l h  . Это трансцендентное уравнение имеет множество корней k  
(это можно установить графически). Итак, базис из собственных функций  

 cos ( 1, 2,...)k ky x k  , где k  – корни уравнения tg /l h  .  
3). Вес ортогональности собственных функций 1   вычисляется так же, как и в 
предыдущем примере. 
4). Найдем норму собственных функций  ky x : 

 2 2 2

00 0 0

1 cos 2 sin 2 sin 21cos .
2 2 2 2 4

l l l
k k k

k k k
k k

lx x lly y x dx x dx dx x  
 

 
 

        
 

    

2. Специальные функции 
2.1. Ортогональные многочлены Лежандра, Эрмита, Лагерра 

    Рассмотрим более подробно системы ортогональных многочленов, которые 
можно получить (п. 1.1), если применить процесс ортогонализации к линейно  
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независимой системе функций 21, , ,..., ,...nx x x  в пространствах  2 1; 1L  ; 

 
2

2 , , xL e


    ;  2 0, , xL e


   ;   2
2 1; 1 , 1/ 1L x


    и т.д. 

Некоторые общие свойства ортогональных многочленов 
Пусть      0 1, , ..., ,...nP x P x P x  есть ортогональная система многочленов в про-

странстве  2 ,L a b


, (степень многочлена  nP x  равна n ). 
1). Любой многочлен  nQ x  можно представить в виде линейной комбинации 

ортогональных многочленов      0 1, , ..., nP x P x P x , т.е. 
       0 0 1 1 ...n n nQ x a P x a P x a P x    .                            (2.1) 

Коэффициенты 0 1, ,..., na a a  можно найти из этого равенства путем сравнения ко-
эффициентов при одинаковых степенях x . 

2). Любой многочлен  nQ x  ортогонален каждому многочлену  sP x  ортого-
нальной системы, если s n . 
Действительно, умножим равенство (2.1) скалярно на  sP x  и воспользуемся тем, 
что многочлен  sP x  при s n  ортогонален многочленам      0 1, , ..., nP x P x P x : 

         0 0 1 1

0 0 0

, , , ... , , 0n s s s n s n snQ P a P P a P P a P P Q P
  

         при s n . 

3). Многочлены      0 1, , ..., ,...nP x P x P x , ортогональные в пространстве  2 ,L a b


, 
определяются однозначно с точностью до постоянного множителя, т.е., если 

     0 1, , ..., ,...nQ x Q x Q x – другая ортогональная система многочленов в простран-

стве  2 ,L a b


, то     , 0,1,2...n n nQ x a P x n    . 
Доказательство проведем по индукции: 
а) очевидно, что многочлены нулевой степени  0P x  и  0Q x  отличаются на по-
стоянный множитель, т.е.    0 0 0Q x c P x  , 
б) предположим, что            1 1 1 2 2 2, ,..., n n nQ x c P x Q x c P x Q x c P x      , 
в) используя первое свойство          1 0 0 1 1 1 1...n n nn nQ x a P x a P x a P x a P x        и 
предположение индукции, получим 

         0 1
1 0 1 1

0 1
1... n

n n n
n

n
a aaQ x Q x Q x Q x a P x
c c c       ; 

умножая последнее равенство скалярно на  1nQ x , получим: 

         0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1

0 1
1

0 0 0

, , , ... , ,n
n n n n n n n n

n
n

a a aQ Q Q Q Q Q Q Q a P Q
c c c      

  

     
  

 

       1 1 1 1 1 11 1, , .n n n n n nn nQ Q a P Q Q x a P x          

4). Любой многочлен  nP x  из ортогональной в  2 ,L a b


 системы многочленов 
имеет n  простых нулей на  ,a b . 
Доказательство этого свойства рассматривать не будем.  
 Рассмотрим более подробно свойства многочленов Лежандра. 
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Свойства многочленов Лежандра 

1).  Многочлены Лежандра ортогональны в пространстве  2 1; 1L  .  

Действительно, они получены в процессе ортогонализации в пространстве 
 2 1; 1L   линейно независимой системы функций 21, , ,..., ,...nx x x  . 
2). Для многочлена Лежандра степени n  справедлива формула Родрига 

   21 1 .
!2

n n
n n n

dP x x
n dx

   

Для вывода этой формулы рассмотрим многочлены    2
2 1 ,

n
nQ x x        2

n
n nR x Q x . 

Заметим, что    2 1 0, 1 0n nQ R     и вычислим скалярное произведение  ,n kR R  

в пространстве  2 1; 1L  , используя формулу интегрирования по частям  1n  раз: 
 

                              

                      

1 11
1 1 1

2 2 2 22 2 2 2
11 1

1 1
12 12 2 2 1

2 22 2
1 1

0

0

, ,

1 ... 1 0 при .

n k n k n k n k
n k n n n nk k k k

n k

k nnn k n
n nk k

u dv

R R Q Q Q x Q x dx Q x Q x Q x Q x dx

Q x Q x dx Q x Q x dx n k


  

 

 
   

 

 




       

        

 

 

 




Следовательно, система многочленов    0n n
R x




 является ортогональной систе-

мой в пространстве  2 1; 1L  , как и система многочленов Лежандра    0n n
P x




. 

Поэтому    n n nP x c R x  , где в качестве константы nc  выбраны 1
!2nn

; 

         2
2

1 1 1 1 .
!2 !2 !2

n nn
n n nn n n n

dP x R x Q x x
n n n dx

     

В частности,        02 2
0 10 1

1 1 11 1, 1 2 .
20!2 1!2

dP x x P x x x x
dx

         

3).  Многочлены Лежандра  nP x  являются собственными функциями опе-

ратора     2 21 1 2Lu x u x u xu        с собственными значениями 

 1n n n    .  

Для вывода этого свойства рассмотрим многочлен    2
2 1

n
nQ x x   и его производ-

ную     12
2 1 2

n
nQ x n x x

    . Умножив последнее равенство на  2 1x  , получим 

     2
2 21 2n nx Q x n x Q x   . 

Продифференцируем это равенство  1n  раз, используя формулу Лейбница 
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              1 1 1 11
1 ...

2
n n n n nn n

uv u v n u v u v uv   
       : 

                           2 1 12
2 2 2 2 2

1
1 1 2 2 2 1 2 .

2
n n n n n
n n n n n

n n
x Q x n x Q x Q x n x Q x n nQ x  

           

Учитывая, что      2
n

n nR x Q x , получим          21 2 1n n nx R x x R x n n R x      . 
Это означает, что  nR x , а значит и    n n nP x c R x   являются собственными 
функциями дифференциального оператора  21 2Lu x u xu     с собственными 
значениями  1n n n    . 

4).  Функция  
2

1,
1 2

Ф x t
x t t


 

 при 1t   является производящей функцией 

для многочленов Лежандра  nP x , т.е.    
0

, n
n

n
Ф x t P x t




 . 

Вывод этого свойства опустим. Название «производящая» функция следует из того, 
что в разложении этой функции в ряд по степеням t  коэффициентами ряда являются 
многочлены Лежандра, т.е. функция  ,Ф x t  «производит» многочлены Лежандра. 

5). Значения многочленов Лежандра при 1, 1, 0 :x x x     

             
 2 1 2
2 1 !!

1 1, 1 1 , 0 0, 0 1 .
2 !!

n n
n n n n

n
P P P P

n


         

Для проверки этого свойства воспользуемся производящей функцией: 

  2
2 0

1 11, 1 ...
11 2

n

n
Ф t t t t

tt t




      

 
 ,      

0
1, 1 1 1n

n n
n

Ф t P t P



   ; 

           2
2 0 0

1 11, 1 ... 1 , 1, 1 1 1 ;
11 2

n nn n
n n

n n
Ф t t t t Ф t P t P

tt t

 

 
               

 
 

               
 

           
 

1/22 2 4 6 2
2 0

2 1 2
0

1/ 2 3 / 2 1/ 2 3 / 2 5 / 2 2 1 !!1 10, 1 1 ... 1 ,
2 2! 3! 2 !!1

2 1 !!
0, 0 0 0, 0 1 .

2 !!

n n

n

nn
n n n

n

n
Ф t t t t t t

nt

n
Ф t P t P P

n










     
        




    




При этом мы учли, что  

         1 3 5 ... 2 1 2 1 !!, 2 ! 2 2 .... 2 1 2 3 ... 2 4 6 ... 2 2 !!nn n n n n n                       . 

6). Многочлены Лежандра удовлетворяют рекуррентным соотношениям: 

     1 1
2 1

1 1n n n
n nP x xP x P xn n 
   ,               1 12 1 n n nn P x P x P x 

    . 

Для вывода первого рекуррентного соотношения продифференцируем произво-
дящую функцию  

2

1,
1 2

Ф x t
x t t


 

 по t : 
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 
       2

3/2 22

1 2 2 , 1 2 ,
2 1 21 2

Ф x t x t ФФ x t x t t x t Ф x t
t tx t tx t t

     
        

   
. 

Подставляя    
0

, n
n

n
Ф x t P x t




 , получим        2 1

0 0
1 2 .n n

n n
n n

x t t P x n t x t P x t
 



 
      

Раскроем скобки 

         1 1 1

0 0 0 0 0
2n n n n n

n n n n n
n n n n n

P x n t x P x nt P x n t x P x t P x t
    

  

    
         

и сравним коэффициенты при nt   
             1 1 11 2 1n n n n nn P x x n P x n P x x P x P x        .  

Отсюда получим      1 1
2 1

1 1n n n
n nP x xP x P xn n 
   . 

Аналогично выводится второе рекуррентное соотношение, но для этого сле-
дует продифференцировать производящую функцию по x . 

7). Норма многочленов Лежандра    2 2
2 1nP x

n



.  

Для вывода этого свойства воспользуемся рекуррентными соотношениями 
         

         
1 1

1 2

1 2 1 ,

2 1 1 .
n n n

n n n

n P x n x P x n P x

n P x n x P x n P x
 

 

   

   
 

Умножим первое равенство скалярно на    12 1 nn P x , второе равенство ─ на 
   2 1 nn P x  и вычтем одно из другого. Учитывая, что    1 1 2, 0, , 0n n n nP P P P    , 
получим: 

     1 12 1 , 2 1 ,n n n nn n P P n n P P        или     
   1 1
2 1

, ,
2 1n n n n

n
P P P P

n  





. 

Применим это рекуррентное соотношение, заменив n  последовательно на 
   1 , 2 ,..., 1n n  : 

   
   

 
1 1

2 12 1
, ,

2 1n n n n
nn

P P P P
n  


 

  
 
 
2 3

2 1 2 1
n

n n



 

 
 

2 2
2 3

,n n
n

P P 



 

 
 
2 5

2 1 2 3
n

n n



 

 3 3, ...n nP P   

     

1
2

0 0
1

1 1 2 2, 1 1 .
2 1 2 1 2 1 2 1nP P dx P

n n n n

     
     

Аналогично выводятся свойства других ортогональных многочленов. Свойства 
многочленов Лежандра и Чебышева приведены в п. 5.1; свойства многочленов 
Эрмита и Лагерра приведены в п. 5.2. 

2.2. Функции Лежандра, Эрмита 
Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля для дифференциального оператора 

   
2

2
21 2 0,1, 2,...

1k
kL u x u xu u k

x
     


. 

Собственные функции этого оператора, ограниченные на интервале  1; 1 , 
называются присоединенными функциями Лежандра и обозначаются  k

nP x . 
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Отметим ряд свойств присоединенных функций Лежандра. 
1). Присоединенные функции Лежандра ортогональны в пространстве 
 2 1; 1L   с весом 1  . 

Действительно, вычислим вес ортогональности собственных функций оператора 

 
2

2
21 2

1k
kL u x u xu u

x
    


 по формуле (1.10), учитывая, что 21 , 2A x B x    : 

    2 2
22 2 2

21 1 1 1exp exp exp ln 1 1 1
11 1 1

B

AA

xdx dx x x
xx x x

                     . 

2). Присоединенные функции Лежандра  k
nP x  при 0k   совпадают с много-

членами Лежандра  nP x . 

Это следует из того, что оператор  
2

2
21 2

1k
kL u x u xu u

x
    


 для присоединен-

ных функций Лежандра при 0k   совпадает с оператором  21 2Lu x u xu     
для многочленов Лежандра. 

3). Присоединенные функции Лежандра  k
nP x  связаны с многочленами Ле-

жандра  nP x  формулой      
/221

kkk
n nk

dP x x P x
dx

  . 

Обоснование этого свойства требует громоздких выкладок и мы его опустим. 
Из этого свойства вытекает следующее свойство. 

4). Присоединенные функции Лежандра  k
nP x  при четных k  являются мно-

гочленами, при нечетных k  содержат 21 x . 
Свойства ортогональных функций Лежандра и Эрмита приведены в п. 5.3. 

2.3. Функции Бесселя 
Функции Бесселя (или цилиндрические функции) используются при реше-

нии задач математической физики в цилиндре или круге. 
Функциями Бесселя называют собственные функции  u u x  дифференциаль-

ного оператора Бесселя 
2 2

2 2
1 1

p
d d u p pL u x u u u u

x dx d x xx x
 

      
 

 .                       (2.2) 

Параметр p  называют порядком функций Бесселя. 

Рассмотрим основные свойства функций Бесселя. 
1). Оператор Бесселя является самосопряженным в пространстве H   

(см. теорему 1.7) функций, удовлетворяющих, в зависимости от интервала из-
менения x , граничным условиям одного из следующих видов: 

 
 
   

 
 
   

 
   
   

1 1

2 2

0, : , : , :

) 0 , ) , ) 0,

0.0, 0,

x l x l x a b

a u б u в u a u a

u b u bu l u l u l u l

 

    

    
            
           
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В последнем случае предполагается, что 0, .a b    

2). Функции Бесселя ортогональны в пространстве H  с весом x  . 
Действительно, вычислим вес ортогональности собственных функций оператора 

2

2
1 pLu u u u
x x

     по формуле (1.10) теоремы 1.5, учитывая, что 11,A B
x

  : 

 1 1exp exp exp lnB

AA
dx dx x x

x
          

     . 

3). Дифференциальное уравнение для функций Бесселя 
Функции Бесселя есть собственные функции оператора вида Lu Au Bu Cu    , 

где 
2

21, pA C
x

   . Так как 0, 0,A C   то собственные значения 0  . Удобно 

записать отрицательное число   в виде 2 . Тогда уравнение Lu u , где 
2   , а 

2

2
1 pLu u u u
x x

    , примет вид 
2

2
2

1 pu u u u
x x

     . Умножив это урав-

нение на 2x , получим уравнение 

 2 2 2 2 0.x u xu x p u                                        (2.3) 

Это уравнение называют уравнением Бесселя порядка p  с параметром  . 
Приведем это уравнение к более простому виду, сделав замену x t  . Тогда 

  2,x t x t xx t x t ttu u t u u u t u                   

и уравнение (2.3) примет вид   
2

2 2 2
2 0tt t

t tu u t p u 


        или 

 2 2 2 0.t t tt u t u t p u                                        (2.4) 

Это уравнение называют уравнением Бесселя порядка p  без параметра. 
Если  u u t  есть решение уравнения (2.4), то  u u x  есть решение уравнения (2.3). 

4). Представление функции Бесселя в виде ряда 
В уравнении Бесселя   2 2 2 0tt tt u t u t p u      точка 0t   является особой точкой, 
так как в этой точке коэффициент при u  обращается в нуль. Поэтому решение 
уравнения следует искать в виде обобщенного степенного ряда 

 
0 0

n n
n n

n n
u t t a t a t 

 


 
   . 

Подставив этот ряд в уравнение (2.4), можно найти   и коэффициенты na . 
Опустив выкладки, запишем результат:  

     
   

2

0

21 /
, ,

! 1

n

n

n p

p
t

p u t J t
n Г p n







  

                             (2.5) 

     
   

2

0

21 /
, .

! 1

n n p

n
p

t
p u t J t

n Г p n








   

                             (2.6) 



 21

Эти ряды сходятся всюду, кроме, быть может, 0t  . 
Функции    ,p pJ t J t  называют  функциями Бесселя первого рода порядка p  и p . 
В соотношениях (2.5), (2.6) участвует гамма-функция. Напомним ее определе-
ние и некоторые свойства: 

         1

0

, 0; 1 , 1 !, 1 0! 1.p xГ p x e dx p Г p p Г p Г n n Г


           

Гамма-функция определена для 0p  ; для  0, 1,p p n n     , учитывая, что 
1 0p n   , гамма-функцию  Г p  определяют из рекуррентного соотношения 

       1 1 ...Г p n p n p n p Г p           следующим образом: 

   
     1

, 1,
1 ...

Г p n
Г p p n n

p n p n p
 

    
     

.                        (2.7) 

При p n   полагают  

   
1, 0.Г n

Г n
   


                                       (2.8) 

5). Значения функций Бесселя при 0t   
Воспользуемся соотношением (2.5): 

     
     

 
 

     
 

 
 

 
 

 
 

2 4
2

0 02
0

2 2

0

2 2
2

2 2 2

1 / /
1 / .... 0 1;

! 1 2!

0 0, 0,1 / / /
....

! 1 1 2 0 , 0, .

n n

n

n n p p p
p

p
n p

t t
J t t J

n Г n

J pt t t
J t

n Г p n Г p Г p J p p нецелое





 




      



 
    

       




 

6). Связь между функциями    ,p pJ t J t  
а). Если p  нецелое, то функции    ,p pJ t J t  линейно независимы. 

Это следует из того, что при 0p   ( p  нецелое)    0 0, 0 .p pJ J    
б). Если p  целое  p k , то  

     1
k

t tk kJ J  .                                                      (2.9) 

Действительно, в представлении функции  kJ t  рядом      
 

2

0

21 /
! 1

n n k

n
k

t
J t

n Г k n









    

первые n  слагаемых равны нулю, т.к. 
 

1 0 0,1, 2,..., 1
1

при n k
Г k n

  
  

. Поэтому  

     
 

2
21 /

! 1

n n k

n k
k

t
J t

n Г k n









    ( n  меняется от k , а не от нуля).  

Сделаем замену n k m  . Тогда  

     
         

     
2 2

0 0

2 21 / 1 /
1 1

! 1 ! 1

k m m k m m k
k k

k
m m

k
t t

J t J t
k m Г m m Г m k

   

 


 
    

     . 

При этом мы воспользовались тем, что 
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        
 

     
! 2

! 1 1 2 ... 1 1 2 ... ! 1
m Г m

m k Г m m Г m m m m k m Г m k
 

              

7). Общее решение уравнения Бесселя 
Если p  нецелое, то функции    ,p pJ t J t  линейно независимы и образуют 
фундаментальную систему решений уравнения Бесселя.  
Если p  целое  p k , то функции    ,p pJ t J t  линейно зависимы 

     1
k

t tk kJ J   и не образуют фундаментальную систему решений уравнения 
Бесселя. Чтобы найти решение линейно независимое с  kJ t , ввели функцию  

 
   

     
cos

, , lim
sin

нецелоеp k pp k

p pJ t p J t
N t p N t N t

p







   . 

Эту функцию называют функцией Бесселя второго рода или функцией Неймана. 
Функция  pN t  при нецелом p  является решением линейного однородного 
уравнения Бесселя, так как является линейной комбинацией решений; можно 
показать, что и при целом p  функция  pN t  является решением. Кроме того, 
функции    , N ppJ t t  линейно независимы, так как      0 0, 0 0p pJ N p    .  

Поэтому общее решение уравнения Бесселя имеет вид  

     1 2 ppu t c J t c N t  для уравнения  2 2 2 0tt tt u t u t p u     , 

     1 2 ppu x c J x c N x   для уравнения  2 2 2 2 0x u xu x p u     . 

Отметим, что функция  pJ x  является ограниченной в нуле, а функция  N p x  
является неограниченной в нуле. 

8). Частное решение уравнения Бесселя 
Найдем решение уравнения Бесселя, удовлетворяющее граничным условиям 
     0 , 0u u l u l      . Запишем общее решение      1 2 ppu x c J x c N x  . 

По условию функция  u x  ограничена в нуле, функция  pN x  не ограничена в 
нуле; поэтому, чтобы получить ограниченное в нуле решение, следует поло-
жить 2 0c  . Можно положить 1 1c  , так как решения уравнения Бесселя, как ли-
нейного однородного уравнения, определяются с точностью до постоянного 
множителя. Тогда    pu x J x . Из условия     0u l u l     получим 

    0p pJ l J l      . Это уравнение имеет бесконечное число корней k , 
которые приведены при 0p   в п. 5.4. 
Соответствующие частные решения уравнения Бесселя имеют вид:  

   pk ku x J x   1,2,3,...k  . 
9). Рекуррентные соотношения 

1( ( )) ( )p p
p px J x x J x  ,                                          (2.10) 

1( ( )) ( )p p
p px J x x J x 

   ,                                     (2.11) 
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1 1
2 ( ) ( ) ( )p p p

p J x J x J x
x    ,                                  (2.12) 

1 12 ( ) ( ) ( )p p pJ x J x J x 
   .                                     (2.13) 

В частности, из соотношения (2.11) при 0p   следует:  

0 1( ) ( )J x J x   ;                                            (2.14) 
из соотношения (2.12) при 1p   следует: 

2 1 0
2( ) ( ) ( )J x J x J x
x

  .                                       (2.15) 

Для вывода рекуррентных соотношений используют представление функций 
Бесселя в виде ряда. Вывод мы опустим.  

10). Функции Бесселя полуцелого индекса 
Используя представление функций Бесселя в виде ряда при 1

2
p   и 1

2
p    

можно получить  

1/ 2 1/ 2
2 2( ) sin , ( ) cosJ x x J x x
x x   .                      (2.16) 

Из соотношения (2.12) при 1
2

p   найдем 

     3/ 2 1/ 2 1/ 2
1 2 1 sin cos .J x J x J x x x
x x x

     
 

 

Аналогично из соотношения (2.12) можно выразить другие функции Бесселя 
полуцелого индекса через элементарные функции. 

11).  Норма функций Бесселя 

     
2 2

2 2 2
2 2

2

0
1

2
( )p

l p
p p p

lJ x x J x dx J l J l
l

   


 
  
         

. 

Вывод опустим. В частности, при 0p   с учетом соотношения (2.14) получим 

       
2 2

2 2 2 22
0 0 0 1 02 2
( ) l lJ x J l J l J l J l             .           (2.17) 

12).  Модифицированные функции Бесселя 
Решение ряда задач математической физики приводит к модифицированному 

уравнению Бесселя  
 2 2 2 0x x xx y x y x p y      .                                 (2.18) 

Сведем это уравнение к обычному уравнению Бесселя, сделав замену i x t . Тогда  

2 2 2 2 2

,x t x t x t t

x x t t x x t t t t

y y t y i x y y i x y t

y y i x y y i x y t

              

          
 

и уравнение (2.18) примет вид  

 2 2 2 0t t tt y t y t p y     . 

Мы получили обычное уравнение Бесселя; его решение      1 2 N ppy t c J t c t . 
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Тогда решение уравнения (2.18) будет иметь вид    1 2 ppy c J i x c N i x . Здесь 

     
 

     
 

 
 

222 2

0 0 0

22 21 /1 / /
! 1 ! 1 ! 1

nn n ppn n p n p
p

p
n n n

i i xi x x
J i x i

n Г p n n Г p n n Г p n

   

  


  

        . 

Итак,    p
p pJ i x i I x , где    

 

2

0

2/
! 1

n p

p
n

x
I x

n Г p n






  . Аналогично    pN p pi x i K x . 

Функцию  pI x  называют модифицированной функцией Бесселя первого рода, 
функцию  pK x  называют модифицированной функцией Бесселя второго рода 
или функцией Макдональда. Модифицированные функции Бесселя  pI x  и 

 pK x  являются линейно независимыми решениями модифицированного урав-
нения Бесселя, т.к. отличаются от его решений    ,p pJ i x N i x  постоянным 
множителем. 

Поэтому общее решение модифицированного уравнения Бесселя имеет вид 
     1 2p py x c I x c K x  для уравнения  2 2 2 0x x xx y x y x p y      , 

     1 2p py x c I x c K x   для уравнения  2 2 2 2 0x x xx y x y x p y      . 

Отметим, что функция  pI x  является ограниченной в нуле и неограниченной 
в бесконечности, а функция  pK x  является неограниченной в нуле и ограни-
ченной в бесконечности. 

Пример 2.1. Разложить функцию   1f    в ряд Фурье по базису из соб-

ственных функций оператора      1L y y y  


   , удовлетворяющих гранич-

ным условиям    0 , 0.y y R    

Решение. а). Дифференциальный оператор      1L y y y  


    имеет вид: 

       L y A y B y C y       , где 1,A   1 ,B


  0C  . Так как 0, 0,A C   то 

собственные значения 0   или 2.    Тогда уравнение    L y y     при-

мет вид:      21y y y   


    ; умножив его на 2 , получим 

     2 2 2y y y          . 
Это есть уравнение Бесселя (2.3) порядка 0p  . Его общее решение имеет вид: 

     1 0 2 0y c J c N      . 
По условию функция  y   ограничена в нуле, функция  0N    не ограничена в 
нуле; поэтому, чтобы получить ограниченное в нуле решение, следует поло-
жить 2 0c  . Кроме того, можно положить 1 1c  , так как собственные функции 
определяются с точностью до постоянного множителя. Тогда    0y J   . 

Из условия   0y R   получим  0 0J R  . Это уравнение имеет множество 
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корней k   1,2,3,...k  , которые приведены в п. 5.4. Соответствующие соб-

ственные функции    0k ky J     1,2,3,...k   ортогональны с весом  .  
б). Разложим функцию   1f    в ряд Фурье по функциям  ky   

   
0

k k
k

f c y 



 , где  

 
,
,

k
k

k k

f y
c

y y
  – коэффициенты Фурье. 

Значение   2,k k ky y y  вычислим, используя соотношение (2.17) с учетом, что 

k  – корни уравнения  0 0J R  : 

       
2 222 2 2 2

0 1 0 12 2k k kk k
R Ry J J R J R J R          . 

Теперь вычислим скалярное произведение  , kf y , учитывая вес ортогонально-
сти   функций  ky  : 

         0 02
0 0 0

1, .
k RR R k

k
kk

k k df y f y d J d J dd

  
           


           

Воспользуемся первым рекуррентным соотношением при 0p   (п. 5.4) 

    0 1J J       . Тогда 

         1 1 12 2
0

1 1, ,
0

k
Rk

k
kk k

R

k
Rf y J d J J R

 

     
 

    

 
 

 
       

 
 

1 0
2 2

1 11 1 1

/ 2, 2 ,
, / 2

k k k
k k

k kk k k k k

k
k

k k

R J R Jf y
c f c y

y y R J R R J R R J R

   
 

    

 

 


    

  
  . 

2.4. Дельта-функция Дирака 
В книге «Принципы квантовой механики» (1930 г.) П. Дирак определил 

«дельта-функцию»  x  как функцию, обладающую свойствами 

   
, 0,

1
0, 0

иx
x x dx

x
 





 
  

 .                                (2.19) 

В классической математике не существует такой функции: условия 

     0 0 1иx x x dx 




    несовместимы.  

Можно рассматривать дельта-функцию  x  как предел (в некото-
ром смысле) последовательности «дельта-образных» функций (рис.3)  

 
, 1 / 2 ,

0 , 1/ 2 ,n
n x n

x
x n


  


                                    (2.20) 

так как для этих функций имеем 

   
1/2

1/2

, 0, 1 1.
0, 0,

n

n n
n n

x
x x dx n dx n

x n
 




 

 
     

   

n  
y  

1

2n
  

1

2n
 x  0  

Рис. 3 
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Такое определение  функции также требует уточнения. Строгое математи-
ческое оформление  функции математики дали позднее (1936 г.), но не как 
обычной функции, а как обобщенной функции. 

Обычной функцией будем называть всякую функцию  y f x , определен-
ную при x    , принимающую действительные значения и интегрируемую 
на каждом конечном промежутке  ,a b . 

Для введения понятия обобщенной функции рассмотрим множество финит-
ных функций, т.е. функций, непрерывных на интервале  ,   и обращающих-
ся в нуль вне некоторого конечного интервала. 

Каждой обычной функции  f x  поставим в соответствие линейный функционал 

fF , определенный на множестве финитных функций  x , следующим образом: 

       ,fF f f x x dx  




   .                                  (2.21) 

Этот линейный функционал называют регулярной обобщенной функцией, 
порожденной обычной функцией  f x . Линейный функционал, определенный на 
множестве финитных функций  x , не представимый в виде (2.21) с обычной 
функцией  f x , называют сингулярной обобщенной функцией. 

Примером регулярных обобщенных функций являются функционалы 

     nnF x x dx   




  . 

Заметим, что последовательность    0n n
F  


 , так как 

           
1/2

1/2

1 1 10 , , .
2 2

n

n n nn nn

F x x dx n x dx n c c
n n n      




 

        
 

   

Здесь мы воспользовались теоремой о среднем для определенного интеграла и 
непрерывностью функции  x . 

Функционал    0F    и называют  функцией. 
Покажем, что   функция является сингулярной обобщенной функцией, т.е. не 
представима в виде (2.21) с обычной функцией  f x .  
Доказательство проведем от противного: предположим, что существует обычная 
функция  f x , такая, что    0 .fF     
Рассмотрим вспомогательную функцию 

 
2

2 2 , ,

0 , .

a
a x

a x ax
x a

e




  
 

 

Ее график изображен на рис. 4. 
С одной стороны,     10f a aF e    ;  с другой стороны, 

      0 при 0
a

f
a

aF f x x dx a 


    , 

Рис. 4 

1e  
y  

a  a  x  0  
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так как функция    f x x  интегрируема, а длина промежутка интегрирования 
стремится к нулю при 0a . Получили противоречие, что и доказывает сингу-
лярность  функции. 

По аналогии с регулярной обобщенной функцией  функцию также за-
писывают в виде  

       ,F x x dx     




   . 

Так как по определению    0F   , то можно записать 

     0 .x x dx  




  

В приложениях используют также смещенную  функцию  0,x x : 

       0 0 0, ,F x x x x x dx    




   . 

В квантовой механике используют обобщенную функцию, порожденную функцией 1 ,
x

 

       1 0

1 1 1lim
x

F x dx x dx x dx
x x x



 
   

  


 

 
      
 
 

   . 

Этот функционал является сингулярной обобщенной функцией, так как функция 
1
x

 не является обычной, она не интегрируема в окрестности начала координат. 

3. Постановка простейших задач математической физики 
3.1. Задача теплопроводности 

Пусть тело  V  с границей    неравномерно нагрето. Обозначим через 
   , , , ,u M t u x y z t  температуру тела в точке M  в момент времени t . Пусть 

внутри тела возникает или поглощается тепло, например, при прохождении то-
ка, вследствие химической реакции и т.д. Обозначим через  ,F M t  плотность 
тепловых источников, т.е. количество тепла, выделяемое или поглощаемое в 
единице объема за единицу времени. 

Рассмотрим промежуток времени  ,t t d t .  
1). Пусть 1Q  – тепло от источников плотности  ,F M t , возникающее в теле  V ,  

1d Q  тепло от источников в теле  d V . Тогда 

   
 

1 1, , , .
V

d Q F M t dV d t Q F M t dV d t

   


 
  

2). Пусть 2d Q  – тепло, переносимое через границу  d  тела  d V . Тогда по за-
кону Фурье 

   2 grad , gradud Q p d d t p u n d d t p u d d t
n

  
          



 , 
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где p   коэффициент теплопроводности, up
n


 


плотность теплового потока; 

знак    отражает тот факт, что тепло передается от более нагретых частей тела 
к менее нагретым частям. Запишем выражение для 2Q  и воспользуемся форму-
лой Остроградского 

 
 

 
 

2 grad div grad .
V

Q p u d d t p u d V d t



                      
 


  

3). Пусть 3d Q   тепло, затрачиваемое на изменение температуры тела  d V  мас-
сы dm  на величину d u . Тогда  

3d Q c dm du c dV du      , 
где c  коэффициент теплоемкости,    плотность распределения массы,  

   , , udu u M t t u M t d t
t


    


.  

Учитывая последнее соотношение, получим: 

 
3 3,

V

u ud Q c dV dt Q c dV dt
t t

 
             
 . 

Запишем уравнение теплового баланса: тепло от источников 1Q  расходу-
ется на перенос тепла 2Q  от более нагретых участков к менее нагретым и на 
тепло 3Q , затрачиваемое на изменение температуры, т.е. 

1 2 3Q Q Q  . 
Подставляя выражения для 1 2 3, ,Q Q Q , получим  

 
 

 
   

, div grad
V V V

uF M t dV dt p u d V d t c dV dt
t


              
     
     
   . 

Применим к каждому интегралу теорему о среднем и перейдем к пределу, стя-
гивая  V  в точку M : 

   div grad ,uc p u F M t
t

    


.                               (3.1) 

Мы получили уравнение теплопроводности.   
Рассмотрим некоторые частные случаи. 

1). Если среда изотропна (тепло распространяется одинаково по всем направле-
ниям), то коэффициент теплопроводности p  является скалярной функцией; 
2). Если среда анизотропна ( кристаллы, осадочные горные породы, слоистые 
материалы), то p  является тензорной функцией. 
3). Если тело однородно, то величины , ,c    постоянны и уравнение (3.1) 
примет вид 

   div grad ,uc p u F M t
t

    


. 



 29

Поделим это уравнение на c , введем    2 ,
, ,

F M tpa f M t
c c 

   и учтем, что 

 div grad u  есть оператор Лапласа u . Тогда уравнение теплопроводности примет вид 

 2 ,u a u f M t
t


  


.                                        (3.2) 

Напомним вид оператора Лапласа: 
в прямоугольной системе координат 

2 2 2

2 2 2
u u uu

x y z
  

   
  

,                                         (3.3) 

в цилиндрической системе координат 
2 2

2 2 2
1 1u u uu

z


    
    

        
,                                 (3.4) 

в сферической системе координат 
2

2
2 2 2

1 1 1sin
sin sin

u u uu r
r rr


    

                        
.                  (3.5) 

4). В однородном и одномерном случае получим уравнение теплопроводности 
для стержня 

 
2

2
2 , .u ua f x t

t x
 

 
 

                                          (3.6) 

5). Если на поверхности однородного стержня происходит теплообмен с окру-
жающей средой, то по закону Ньютона  

   
2

2
2 ,u ua h u f x t

t x


 
   

 
,                                      (3.7) 

где   температура окружающей среды, h коэффициент теплообмена. 
При описании конкретного физического процесса часто задают распреде-

ление температуры в начальный момент времени (начальное условие) и тепло-
вой режим на границе (граничные условия). 

Начальное условие 
Задана температура в начальный момент времени:     0, tu M t M  . 

Типы граничных условий 
1). На границе    поддерживается заданная температура: 

     , , .u M t M t                                           (3.8) 

2). На границу    подается тепловой поток плотности q : 

 
.up q

n 


 


                                              (3.9) 

3). Граница    – теплоизолирована (т.е. 0q  ): 



 30

 
0.u

n 





                                                (3.10) 

4). На границе    происходит теплообмен с окружающей средой температуры   
по закону Ньютона: 

 
  .up h u

n 





  


                                     (3.11) 

Замечание. Если фигура – одномерная, т.е. отрезок 
 ,a b , то граница    состоит из двух точек ,x a x b  . При 
записи граничного условия следует учитывать (рис.5), что  

u u
n x
 

 
 

 при x a ,   u u
n x
 

 
 

 при x b . 

Уравнение диффузии 
Уравнение типа (3.1) описывает также процесс диффузии, процесс филь-

трации жидкости и газа в пористой среде (например, фильтрации нефти и газа в 
подземных песчаниках).  

Например, если среда неравномерно заполнена газом (раствором), то про-
исходит диффузия его из мест с более высокой концентрацией в места с мень-
шей концентрацией. Пусть  ,u M t  концентрация газа (вещества) в точке M  в 
момент времени t , т.е. количество вещества в единице объема. Можно пока-
зать, что функция  ,u M t  удовлетворяет уравнению 

   div grad ,uc D u F M t
t


  


,                                  (3.12) 

где c коэффициент пористости, D коэффициент диффузии,  ,F M t  плот-
ность источников. 

3.2. Задача малых колебаний 
Малые поперечные колебания струны 

Рассмотрим струну, натянутую между двумя точками 0,x x l  . Если стру-
ну вывести из положения равновесия (например, оттянуть ее или ударить по 
ней), то струна начнет колебаться. Обозначим через  ,u x t  отклонение точки x  
струны от положения равновесия в момент времени t  (рис.6).  

Будем предполагать: 
1) движение точек струны происходит перпендику-
лярно оси Ox  и в одной плоскости (поперечные ко-
лебания), 
2) струна является абсолютно гибкой, т.е. не сопро-
тивляющейся изгибу, при этом сила натяжения 
направлена по касательной к струне, 
3) струна является упругой и подчиняется закону Гука, 
4) колебания струны ─ малые, т.е. если   есть острый угол между осью Ox  и 

b  
n  

x  a  
n  

Рис.5 

x  

u  

0  l  

F


 

x  

 ,u x t  

Рис.6 
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касательной к струне, то величиной 2  можно пренебречь  2 0  ; при этом 

2 2 2 2

1 1 1 1

3 5 2 4

2 2 2
2 1

sin) sin ... , cos 1 ... 1, tg ,
3! 5! 2! 4! cos

) 1 1 tg 1 ,
x x x x

xx x x x

a

б l u dx dx dx dx x x x

    
     



 

           

              
 ) , .в T x t T const 


 
Поясним, почему T const


. Рассмотрим малый уча-

сток струны 1 2M M  (рис.7), заменим действие отбро-
шенных участков силами натяжения 1 2,T T

 
 и применим 

2-й закон Ньютона  
1 2ma T T F  
   , откуда 1 2пр пр пр прox ox ox oxma T T F  

   . 
Так как F ox


, то a ox

 ,  пр 0, пр 0ox oxma F 
  и, значит,  

 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2пр пр 0 cos cos 0 cos cos 0.ox oxT T T T T T             
 

 
При наших предположениях 1 2cos 1, cos 1   , поэтому 1 2 1 20,T T T T    . 

Перейдем к выводу уравнения малых поперечных колебаний струны.  
Из второго закона Ньютона для малого участка 1 2ma T T F  

    (рис. 6) и поэтому 

1 2пр пр пр прou ou ou ouma T T F  
   .                                  (3.13) 

Обозначим через   плотность распределения массы, через f  плотность внеш-
ней силы F  и воспользуемся тем, что 

 1 1 1 1 1 1 1 1

, пр , пр ,

пр cos sin tg ,
2

ou t t ou

ou x

m d l dx a a u F F f d l f dx

T T T T T u x t

 


  

          

         
 

  



 
 

       1 2 2 1 2 1пр пр , , ,ou ou x x x x x xT T T u x t T u x t T u x t x x T u x         
 

 . 
Тогда уравнение (3.13) примет вид 

,t t x xdxu T u dx f dx    или t t x xu T u f   . 

Разделив уравнение на   и обозначив 2T a

 , получим уравнение малых попе-

речных колебаний струны в виде  

2
t t x x

fu a u


  .                                         (3.14) 

Здесь    плотность распределения массы, 2 Ta


 , T  величина силы натяже-

ния,  ,f x t   плотность внешних сил.  
Если  , 0f x t  , то уравнение описывает свободные колебания струны без воз-
действия внешних сил. Если  , 0f x t  , то уравнение описывает вынужденные 
колебания струны под воздействием внешних сил. 

x  

u  

0  1x  

1T


 

2x  

Рис.7 

2T


 
2  

1  

 2 2 2 2 2 2 2 2пр cos sin tg , ,
2ou xT T T T T u x t         

 


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При описании реального физического процесса часто задают начальные 
условия и граничные условия. 

Начальные условия 
Начальные условия описывают в начальный момент времени 0t   

начальное положение точек струны и начальную скорость 

   0 01 2, .t t tu g x u g x     

Типы граничных условий 
1). Концы струны жестко закреплены:  

0 0, 0.lx xu u     

2). На конец струны действует заданная сила величины  f t : 

если x l , то  uT f tx lx



;  если 0x  ,  то  0

uT f txx


 
.  

3). Конец x l  свободен (т.е.   0f t  ):  0u
x lx




.  

4). Конец упруго закреплен ( p  коэффициент жесткости закрепления): 

если x l , то  0uT p u x lx
      

;  

если 0x  , то  00
uT p u xx
       

.  

 
Малые поперечные колебания мембраны 

Мембраной называют плоскую пленку, не сопротивляющуюся изгибу. 
Будем рассматривать колебания мембраны, в которых смещение перпендику-
лярно к плоскости мембраны (поперечные колебания). 

Обозначим через  ,u M t  отклонение точки M  мембраны от положения 
равновесия в момент времени t . Аналогично случаю поперечных колебаний 
струны можно показать, что функция  ,u M t  удовлетворяет уравнению  

 2 , ,
t t

f x y t
u a u


   ,                                        (3.15) 

где 2 ,Ta 


   плотность распределения массы, T  величина силы натяжения, 

 , ,f x y t   плотность внешних сил,    оператор Лапласа; 

в прямоугольной системе координат  
2 2

2 2
u uu

x y
 

  
 

,                               (3.16) 

в полярной системе  
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1u u u u uu 
        

      
           

.         (3.17) 
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Начальные и граничные условия для мембраны аналогичны начальным и гра-
ничным условиям для струны. 

Уравнения (3.14), (3.15) называют еще волновыми уравнениями (одно-
мерным и двумерным). К волновым уравнениям приводят также задачи об 
электромагнитных колебаниях, о колебаниях газа и т.д. 

Малые продольные колебания стержня 
Рассмотрим упругий стержень, на который действует сила, направленная по 

оси стержня. Тогда стержень совершает продольные колебания. Пусть x абс-
цисса точки упругого стержня в момент времени 0t  , x абсцисса точки стерж-
ня в момент времени 0t  ,  ,x x u x t   смещение точки x  в момент времени t . 

Можно показать, что функция  ,u x t  удовлетворяет уравнению 

 t t x xS u E S u f   ,                                           (3.18) 

где S  площадь поперечного сечения стержня, E  модуль Юнга, f  плотность 
внешних сил. 
Если величины , ,E S   постоянны и 2E a


 , то уравнение (3.18) примет вид 

2
t t x x

fu a u
S

  .                                           (3.19) 

Типы граничных условий 
1). Конец 0x   жестко закреплен:   0 0xu   . 

2). На конец действует продольная сила величины  f t : 

если x l ,  то    x x l
E S u f t


 ;    если 0x  ,  то   0x x

E S u f t


  . 

3). Конец x l  свободен (т.е.   0f t  ):  0x x l
u


 . 

4). Конец упруго закреплен ( p  коэффициент жесткости закрепления): 

если x l , то    0x x l
E S u pu


  ;  если  0x  , то    0

0x x
E S u p u


   . 

3.3. Задачи, приводящиеся к уравнению Лапласа 

Рассмотрим стационарное (не зависящее от времени) распределение темпера-
туры в теле. Так как температура u  не зависит от времени, то 0u

t





 и уравнение 

теплопроводности (3.2) примет вид:  2 0a u f M    или после деления на 2a  

   u M g M  .                                            (3.20) 

При   0g M   уравнение (3.20) называют уравнением Пуассона. 
При   0g M   уравнение (3.20) называют уравнением Лапласа. 
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К таким уравнениям приводит изучение стационарных процессов различ-
ной физической природы. Уравнению Лапласа удовлетворяют гравитационный 
и электростатический потенциалы, потенциал скорости безвихревого потока 
несжимаемой жидкости. 

В конкретных физических задачах обычно требуется найти в области  D  
решение уравнения (3.20), удовлетворяющее на границе области   граничному 
условию одного из следующих видов: 

1)  1u g M    первая краевая задача; 

2)  2
u g M
n 


 


вторая краевая задача; 

3)  3
u hu g M
n 

     
 третья краевая задача. 

3.4. Приведение уравнений к каноническому виду 
При выводе основных уравнений математической физики обычно рассмат-

риваются простейшие математические модели. При значительных допущениях и 
ограничениях получают, например, простейшее уравнение колебаний струны 

2
t t x xu a u  или простейшее уравнение теплопроводности 2

t x xu a u . В математиче-
ских моделях, более приближенных к реальным процессам, получаются более 
сложные уравнения. Но иногда их можно привести к более простым уравнениям 
с помощью некоторой замены переменных. 

Дифференциальные уравнения математической физики, которые мы будем 
изучать, имеют ряд общих черт: все они – второго порядка и линейны относи-
тельно старших производных. Мы ограничимся случаем, когда неизвестная 
функция зависит от двух переменных ,x y . Общий вид таких уравнений 

 2 , , , , ;x x x y y y x yau bu cu f x y u u u                             (3.21)  

, ,a b c  являются функциями от ,x y , определенными в некоторой области D . 
Введём новые переменные:  ,p x y ,  ,q x y .Будем предполагать, 

что функции  ,   – дважды дифференцируемы и якобиан  
 

,
,

D
D x y
   отличен 

от нуля в области D . Рассмотрим, как выбрать новые переменные p  и q  
так, чтобы уравнение (3.21) приняло более простой и удобный вид. При 
замене переменных ,x y  на ,p q   получим: 

,x p x q xu u p u q                                           (3.22) 

   
2 2

( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ).

xx p x x p xx q x x q xx

pp x pq x x p xx qp x qq x x q xx

pp x pq x x qq x p xx q xx

u u p u p u q u q

u p u q p u p u p u q q u q

u p u p q u q u p u q

              
                    
            

 

При этом удобно использовать следующую условную запись: 

x x x x
u u up q p q u
x p q p q

     
         

,                                        (3.23) 
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 
22

2 x x p xx q xx
u p q u u p u q

p qx
   

       
 .                            (3.24) 

Заметим, что в выражении (3.24) первая скобка получается при дифференциро-
вании по x  первых множителей в выражении (3.22), а вторая скобка – при диф-
ференцировании по x  вторых множителей. Аналогично 

y y
u p q u
y p q

   
     

 ,                                     (3.25) 

 
22

2 y y p y y q y y
u p q u u p u q

p qy
   

       
 ,                           (3.26) 

 
2

x x y y p xy q xy
u p q p q u u p u q

x y p q p q
       

                
 .                  (3.27) 

Подставим выражения (3.23) – (3.27) для производных в уравнение (3.21), 

раскроем скобки и соберем слагаемые с 
2 2 2

2 2, ,u u u
p qp q

  
  

; слагаемые с ,p qu u  

перенесем в правую часть. В результате получим 

 

 

2 2
2 2

2

2
2 2

2

2 2

2 , , , , .

x x y y x x x y x y y y

x x y y p q

u ua p b p p c p a p q b p q q p c p q
p qp

u a q b q q c q f p q u u u
q

              

      


        (3.28) 

Обозначим выражение в первой квадратной скобке уравнения (3.28) через  , во 
второй скобке – через  , в третьей скобке – через  . Итак,  

 

2 2

2 2

2 ,

,

2 .

x x y y

x x x y x y y y

x x y y

a p b p p c p

a p q b p q q p c p q

a q b q q c q







   
    


  

                          (3.29) 

Тогда уравнение (3.28) примет вид: 

2 ( , , , , )pp pq qq p qu u u f p q u u u      .                               (3.30) 

Из коэффициентов , ,a b c  исходного уравнения (3.21) и коэффициентов , ,    

получившегося уравнения (3.30) составим определители a b
b c

  , 1
 
 

  . 

Можно установить, что эти определители связаны соотношением:  
 
 

2

1
,
,

D
D x y
  

     
 

.                                     (3.31) 

Тогда при предположении, что  
 

,
0

,
D
D x y
 

 , следует, что при любой замене перемен-

ных числа   и 1  имеют одинаковые знаки. Эти знаки определяют тип уравнения:  
если 0  , то уравнение (3.21) называют уравнением гиперболического типа;  
если 0  , то уравнение (3.21) называют уравнением эллиптического типа;  
если 0  , то уравнение (3.21) называют уравнением параболического типа. 
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Название типа уравнения объясняется тем, что при исследовании общего 
уравнения кривых второго порядка 2 22 0Ax B x y Cy D x E y F        тип кривой 

зависит от числа A B
B C

  . В случае 0   кривая является гиперболой, в случае 

0   кривая является эллипсом и в случае 0   кривая является параболой. 
Заметим, что уравнение теплопроводности  2 ,t xxu a u f x t   является урав-

нением параболического типа, так как 
2 0

0 0
0a

   ; уравнение колебаний 

 2 ,tt xxu a u f x t   является уравнением гиперболического типа, так как 
2

20
0 1

0a a 


   ; уравнение Пуассона  ,xx yyu u f x y   является уравнением 

эллиптического типа, так как 1 0
0 1

1 0    . 

Рассмотрим три возможных случая. 
Случай 1. Пусть исходное уравнение  2 , , , ,x x x y y y x yau bu cu f x y u u u    яв-

ляется уравнением гиперболического типа, т.е. 2 0
a b

ac b
b c

     . После 

замены переменных ( , )p x y  и ( , )q x y  уравнение примет вид (3.29) 
2 ( , , , , )pp pq qq p qu u u f p q u u u      . 

Подберем замену ( , )p x y  и ( , )q x y  так, чтобы коэффициенты   и   в 
этом уравнении обратились в нуль. Для этого составим так называемое 
уравнение характеристик 

   2 22 0a dy b dxdy c dx   .                               (3.32) 

Поделим это уравнение на  2dx : 

 
2

2 0dy dya b c
dx dx

        
   

.                                 (3.33) 

Уравнение (3.33) является квадратным уравнением относительно перемен-
ной 

dx
dy . Дискриминант этого уравнения 24 4 4D b ac     . Так как 0  , то 

0D  . Поэтому уравнение (3.33) имеет два действительных решения 

1( , )dy x y
dx

 ,      2 ( , )dy x y
dx

 .                                  (3.34) 

Уравнения (3.34) являются дифференциальными уравнениями первого по-
рядка. Решая их, найдем общие интегралы этих уравнений 

  1,x y c  ,      2,x y c   .                                    (3.35) 
Покажем, что найденные функции ),( yx  и ),( yx являются искомыми, то 
есть при замене ( , )p x y  и ( , )q x y  получим 0   и 0  . Действительно, 
дифференцируя первое из соотношений (3.35) по x , получим 0x y xy      . 
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Тогда x
x

y
y 




  


. Так как функция x
x

y
y 




  


 получена при решении уравне-

ния характеристик (3.33), то она обращает это уравнение в тождество, т.е.  
2

2 0x x

y y
a b c 

 

    
              

  или  
   

 

22

2

2
0x x y y

y

a b c   



    



.          (3.36) 

Выражение, стоящее в числителе, ввиду соотношений (3.29) равно   при  

 ,x y p  . Тогда из соотношения (3.36) получаем   
 2

0
y







   или  0  . 

Аналогично, полагая ( , )q x y , получим 0  , и уравнение (3.30) примет вид:  
2 ( , , , , )pq p qu f p q u u u      или    , , , , / 2pq p qu f p q u u u   .                  (3.37) 

Введем функцию    , , , , , , , , / 2p q p qg p q u u u f p q u u u   . Тогда уравнение (3.37),  сле-
довательно, и исходное уравнение (3.21) примет простейший канонический вид: 
 

 , , , ,p q p qu g p q u u u .                                       (3.38) 

Иногда удобнее привести уравнение к другому каноническому виду, вводя 
новые переменные 

2
p q 

 , 
2

p q 
 . Тогда 

1
2p p

u u u
p

 
   

       
             

 ,                            (3.39) 

1
2q q

u u u
q

 
   

       
             

 ,                             (3.40) 

2 2 2

2 2
1 1
4 4

u u u
p q      

          
                      

 .                   (3.41) 

Поэтому уравнение (3.38) после перехода к новым переменным ,   примет 
вид, который также называется каноническим: 

 
2 2

2 2 , , , ,u u g u u u  
 
 

 
 

 .                                     (3.42) 

Здесь через  , , , ,g u u u    обозначена функция  4 , , , ,p qg p q u u u  после произ-
веденного в ней перехода к новым переменным ,  . 

Случай 2. Пусть исходное уравнение  2 , , , ,x x x y y y x yau bu cu f x y u u u    яв-

ляется уравнением эллиптического типа, т.е. 2 0
a b

ac b
b c

     . Тогда в 

уравнении характеристик    2 2 0x xa y b y c     его дискриминант 4 0D     . 
Поэтому уравнение характеристик имеет два комплексно сопряженных решения 

1 2( , ) ( , )xy x y i x y    . 
Общий интеграл этого уравнения имеет вид     , ,x y i x y c   . 
Положим         , , , , ,p x y i x y q x y i x y       . После такой замены исходное 
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уравнение (3.21) перейдет в уравнение 2 ( , , , , )pp pq qq p qu u u f p q u u u      , при-
чём, как и в случае гиперболического уравнения, коэффициенты   и   обра-
тятся в нуль и уравнение примет вид   , , , ,p q p qu g p q u u u . 
Чтобы не иметь дела с комплексными переменными ,p q , сделаем еще одну за-

мену   , ,
2

p q x y 
     ,

2
p q x y

i
 
  . Тогда 

1 1
2p p

u u u
p i

 
   

       
             

, 

1 1
2q q

u u u
q i

 
   

       
             

, 

2 2 2

2 2
1 1 1 1
4 4

u u u
p q i i     

          
                      

. 

Поэтому уравнение  , , , ,p q p qu g p q u u u  после перехода к новым перемен-
ным ,   примет канонический вид: 

 
2 2

2 2 , , , ,u u g u u u  
 
 

 
 

 . 

Случай 3. Пусть исходное уравнение  2 , , , ,x x x y y y x yau bu cu f x y u u u    явля-

ется уравнением параболического типа, т.е. 2 0ac b    . Тогда в уравнении 
характеристик    2 2 0x xa y b y c     его дискриминант 4 0D     . Поэтому 
уравнение характеристик имеет одно решение 1( , )xy x y   и один общий ин-
теграл  ,x y c  . Введем новую переменную  ,p x y , а переменную 

 ,q x y  выберем произвольно. Тогда исходное уравнение (3.21) перей-
дет в уравнение 2 ( , , , , )pp pq qq p qu u u f p q u u u      , причём, как и в случае 
гиперболического уравнения, коэффициент   обратится в нуль. 

Так как 0  , то и  
 

2

1
,

0
,

D
D x y
  

     
 

. Учитывая, что 0  , из равенства 

2
1 0       получим 0   и уравнение примет канонический вид 

 , , , ,q q p qu g p q u u u .  

Подводя итог: во всех трех случаях мы получаем следующий алгоритм 
приведения уравнения  2 , , , ,x x x y y y x yau bu cu f x y u u u    к каноническому виду. 

1). Определить тип уравнения по знаку величины a b
b c

  . 

2). Составить уравнение характеристик  
2

2 0dy dya b c
dx dx

        
   

 и найти его    

общие интегралы. 
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3). Выбрать замену в зависимости от знака  :  

Знак   
Общие интегралы 

уравнения характеристик 
Замена Канонический вид 

0     1,x y c  ,   2,x y c   
 ,p x y ,  ,q x y  

,
2 2

p q    
    

 , , , ,pq p qu g p q u u u  

 , , , ,p p q q p qu u g p q u u u   

0      , ,x y i x y c     ,p x y ,  ,q x y   , , , ,pp qq p qu u g p q u u u   

0    ,x y c    ,p x y , q произв.  , , , ,qq p qu g p q u u u  

Замечание. Если получившееся каноническое уравнение линейно отно-
сительно функций , ,p qu u u  с постоянными коэффициентами, то возможно даль-
нейшее упрощение уравнения с помощью замены p qu v e     и выбора ,  . 

Пример 3.1. Привести уравнение 
2 2 2

2 2
12 1 0
2

u u u y ux xy y
x y x yx y

    
           

 к ка-

ноническому виду и найти все его общие решения. 
Решение. 1). Определим тип уравнения. Для этого вычислим определитель 

0
xa b xy xy xy

b c xy y
      . 

Так как 0  , то исходное уравнение является уравнением параболического типа. 

2). Составим уравнение характеристик 
2

2 0dy dyx xy y
dx dx

         
   

.  

Отсюда 
2

0dyx y
dx

    
 

,  y
dx
dyx   или 

x
dx

y
dy

 . Интегрируя, получим об-

щий интеграл уравнения характеристик cxy  . 
3). Введем новую переменную p y x  ; вторую переменную q  можно вы-
брать произвольно, например, положим q x . Тогда по формулам (3.23)─(3.27) 

1
2x x

u p q u u
x p q p qx

        
             

, 

1 0 ,
2y y

u p q u u
y p q p qy

      
               

 

22

2
1 1

2 2 x

u uu
p q px xx

                  
, 

2 1 1
2 2

u u
x y p q px y

      
             

, 
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22

2
1 1

2 2 y

u uu
p py yy

     
             

. 

Подставляя эти выражения в исходное уравнение, получим 

 
2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 0
4 2 4 4 4 4 4p

u u ux x x u
p q x x y yp q

                       
, 

или окончательно 0q qu  . Это и есть канонический вид уравнения. 
4). Интегрируя это уравнение по q , получим 1( )qu f p , где 1( )f p  ─ произ-
вольная функция, зависящая только от p  и  не зависящая от q . 
Ещё раз интегрируя по q , получим:  1 1 2( ) ( ) ( )u f p dq q f p f p    . 
Вернемся к первоначальным переменным, учитывая, что ,p y x q x   . Тогда 

   1 2u x f y x f y x     . 
Это решение называют общим решением уравнения. В отличие от обыкновен-
ных дифференциальных уравнений общее решение содержит не две произволь-
ные константы, а две произвольные функции  1f y x  и  2f y x . 

Пример 3.2. Найти общее решение уравнения  2 3 6 2 x y
x y x yu u u u e     . 

Решение. Это уравнение уже имеет канонический вид (3.38). Так как уравнение 
является линейным относительно , ,x yu u u  с постоянными коэффициентами, то 
его можно упростить с помощью замены x yu v e     (с. 46, п.6). 
Вычислим производные функции u : 

( )x y
x xu e v v    , 

( )x y
y yu e v v    , 

( )x y
xy xy y xu e v v v v         , 

и подставим их в уравнение 
( 2) ( 3) (6 2 3 ) 2x y x y

xy x ye v v v v e                   . 
Положим 3, 2   . Тогда уравнение примет вид: 

3 2 2x y x y
xye v e     или   22 x y

xyv e  . 
Интегрируя это уравнение по y , получим:   22 ( )x y

xv e f x    , 
где  f x  ─  произвольная функция, не зависящая от переменной интегриро-
вания y . Теперь проинтегрируем получившееся уравнение по x : 

   2
1

x yv e g y f x    . 
Здесь  g y  ─ произвольная функция, не зависящая от переменной интегри-
рования x , a 1( ) ( )f x f x dx  . Возвращаясь к исходной функции, получим:  

         3 2
1, , x y x y x yu x y v x y e e g y f x e        . 

Это есть общее решение уравнения в частных производных второго порядка, 
оно зависит от двух произвольных функций. 
Пример 3.3. Решить задачу  
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 
   

2

0 0

, , , 0,

, .

t t xx

t t t

u a u x t

u x u x  

     


 
 

Решение. 1). Из уравнения характеристик    2 22dx a d t  имеем ,dx a d t    x a t c    . 
2). Введем новые переменные ,p x a t q x a t    . Тогда по формулам (3.23)─(3.27) 

x x
u p q u u
x p q p q

       
             

,

,t t
u p q u a u
t p q p q

       
             

 

22

2 2pp pq qq
u u u u u

p qx
   

        
,  

 
22

2 2
2 2pp pq qq
u a u a u u u

p qt
   

        
. 

Подставляя эти выражения в исходное уравнение 2 0t t xxu a u  , получим 

     2 2 2 2 2 22 2 0pp pq qqu a a u a a u a a       , 

или окончательно 0p qu  . Это и есть канонический вид уравнения. 
4). Интегрируя это уравнение по q , получим 1( )pu f p , где 1( )f p  – произ-
вольная функция, не зависящая от переменной интегрирования q . 
Интегрируя уравнение 1( )pu f p  по p , получим:   1( ) ( )u f p dp g p f q   . 
Вернемся к первоначальным переменным, учитывая, что ,p x a t q x a t    . Тогда 

   u g x a t f x a t    .                                          (3.43) 
Это общее решение содержит две произвольные функции.  
Из начальных условий имеем 

     
     

0

0

,

.
t

t t

u g x f x x

u a g x a f x x








   
      

 

После интегрирования второго равенства система примет вид  

     

     

     

     

0

0
0

1 ,,
2 2 2

1 , 1 .
2 2 2

x

xx
x

x
x

x Cg x x dxg x f x x
a

g x f x x dx C x Ca f x x dx
a




 



   

         







 

Подставляя эти функции в равенство (3.43), получим формулу Даламбера 

       1, .
2 2

x at

x a t

x a t x a t
u x t x dx

a
 






  
     

    Отметим, что в отличие от примеров 3.1, 3.2, 3.3, далеко не всегда удается найти 
общее решение уравнения, даже, если оно приведено к каноническому виду. 
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4. Метод Фурье разделения переменных 
Метод Фурье, или метод разделения переменных, является одним из наибо-

лее распространенных методов решения уравнений математической физики.  
Метод Фурье разделения переменных применяется для решения в ограни-

ченной области  D  с границей    задачи теплопроводности (4.1), или задачи 
колебаний (4.2), или стационарных задач: 

   

 
 

 

   

 
 

   

1 1

0 2 2 0 30

, , ,, , ,

, , (4.1); , , (4.2)

, , .t

t tt

t t t

u Lu f M t M Du Lu f M t M D

u uu g M t u g M t
n n

u g M u g M u g M

 
   

  

      
                  

 
    

 

Здесь  , ,u u M t Lu  дифференциальный оператор; в тех задачах, которые мы бу-
дем рассматривать,  div gradLu p u  , или  div gradLu u u    – оператор Лапласа. 

Дифференциальное уравнение и граничные условия назовем однородными, ес-
ли им удовлетворяет функция 0u  . В задачах (4.1) и (4.2) дифференциальные 
уравнения и граничные условия будут однородными, если  , 0f M t   и  1 , 0g M t  . 

4.1. Метод Фурье для однородного уравнения  
и однородных граничных условий 

Рассмотрим метод Фурье для однородного уравнения и однородных гра-
ничных условий на примере следующей задачи: 

   

 

 0

, , , 0, (4.3 )

0, (4.3 )

. (4.3 )

t

t

u Lu M t M D t a

uu b
n

u g M c


 



   

     
 

 

Решение этой задачи методом Фурье состоит из нескольких этапов. 
1). Нахождение решения уравнения (4.3 а) в виде       ,u M t X M T t  . 

Подставим      ,u M t X M T t   в дифференциальное уравнение задачи (4.3 а):  
       .X M T t T t L X M    

Разделим переменные  
 
 

 
 

T t L X M
T t X M


 . 

Дробь в левой части этого равенства зависит только от t , в правой части – 
только от точки M ; поэтому равенство возможно лишь тогда, когда эти дроби 
равны постоянной, обозначим ее  . Тогда из равенства  

 
 

 
 

T t L X M
T t X M




   

получим два уравнения: 
    ,T t T t                                                 (4.4) 
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   .L X M X M                                             (4.5) 
2).  Перенос однородных граничных условий (4.3 б) на функцию  X M . 
Подставим      ,u M t X M T t   в граничное условие (4.3 б): 

     
 

0
X M

T t X M
n 

 
 

      
.                              (4.6) 

Если   0T t  , то и решение  , 0u M t  , что противоречит начальному условию. 
Итак,   0T t  , поэтому из равенства (4.6) следует: 

   
 

0
X M

X M
n 

 
 

     
.                                  (4.7) 

Таким образом, для отыскания функции  X M  получили дифференциальное 
уравнение (4.5) и граничное условие (4.7). 
3). Решение задачи для функции  X M : 

   

   
 

,

0.

L X M X M

X M
X M

n 



 

  
         

                               (4.8) 

Это есть задача Штурма-Лиувилля. Ее решение рассмотрено в п. 1.4. Для само-
сопряженного оператора L  в результате решения этой задачи получим базис из 
собственных функций  kX M , ортогональных с весом  , и систему собствен-
ных значений ( 1,2,...)k k  . 
4). Нахождение функции  kT t  из уравнения    k k kT t T t   . 

Запишем уравнение в виде    k
k k

d T t
T t

d t
  . Разделим переменные  

 
k

k
k

d T t
d t

T t
  

и проинтегрируем это равенство. Получим  ln lnk k kT t t c  , или   k t
k kT t c e  . 

5). Нахождение искомого решения в виде        
1 1

, ,k k k
k k

u M t u M t X M T t


 


    . 

Функции      ,k k ku M t X M T t   были найдены из дифференциального уравнения 
и граничных условий задачи. В силу линейности и однородности дифференци-
ального уравнения и граничных условий конечная сумма этих функций также 
будет им удовлетворять. То же справедливо и для суммы ряда  

   
1

, ,k
k

u M t u M t



 , 

но при определенных условиях, на которых мы здесь останавливаться не будем 
(например, если вычисление производных от функции  ,u M t , фигурирующих в 
уравнении, можно совершать при помощи почленного дифференцирования ряда). 

Для функции  

         
1 1 1

, , k t
k k k k k

k k k
u M t u M t X M T t X M c e 

 

  


        
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найдем коэффициенты kc  так, чтобы функция  ,u M t  удовлетворяла еще и 
начальному условию  0tu g M  . Тогда 

   0
1

t k k
k

u c X M g M



  . 

Получили ряд Фурье по ортогональной системе функций kX ; коэффициенты 

Фурье kc  найдем по формуле  
 

,
,

k
k

k k

g X
c

X X
 . В частном случае, когда функция 

 g M  есть линейная комбинация функций  kX M , удобнее находить kc  мето-
дом сравнения коэффициентов при функциях  kX M . 

Пример 4.1. Найти закон свободных колебаний однородной струны, распо-
ложенной на отрезке  0; l , если в начальный момент струне была придана фор-

ма кривой   3sin
100 2

l xg x
l


  и сообщена скорость, равная 0v . Левый конец стру-

ны закреплен, а правый конец свободен. 
Решение. Уравнение свободных колебаний однородной струны имеет вид: 

2
t t x xu a u . Левый конец струны закреплен, значит отклонение  ,u x t  равно ну-

лю при 0x  . Правый конец струны свободен, значит  ,xu x t  равно нулю при 

x l . Начальное отклонение 0
3sin

100 2t
l xu

l


  , начальная скорость 0 0t tu v  . 

Итак, математическая постановка задачи имеет вид: 

 

 

2

0

0 0 0100

,

0, 0,

sin 3 /2 , .

t t x x

x x x l

l
t t t

u a u

u u

u x l u v

 

 

 
  


 

 (4.9) 

Функция 0u   удовлетворяет граничным условиям и дифференциальному 
уравнению, т.е. граничные условия и уравнение являются однородными. По-
этому применим метод Фурье. Решение задачи состоит из следующих этапов. 
1). Нахождение решения в виде       ,u x t X x T t  . 
Подставим      ,u x t X x T t   в дифференциальное уравнение задачи (4.9):  

       2 .X x T t a T t X x     
Разделим переменные  

 
 

 
 2

T t X x
X xa T t

 
 . 

Дробь в левой части этого равенства зависит только от t , в правой части ─ 
только от x ; поэтому равенство возможно лишь тогда, когда эти дроби равны 
постоянной, обозначим ее  . Тогда из равенства  

 
 

 
 2

T t X x
X xa T t


 

   
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получим два уравнения:    2 ,T t a T t      .X x X x   
2).  Перенос однородных граничных условий на функцию  X x . 

Подставим      ,u x t X x T t   в граничные условия задачи (4.9): 
       0 0; 0.X T t X l T t     

Так как   0T t  , то получим    0 0; 0.X X l   

3).  Решение задачи для функции  X x :      
   

,

0 0, 0.

X x X x

X X l

  
  

 

а). Дифференциальный оператор    LX x X x  имеет вид: L X AX BX CX    , 
где 1,A   0,B   0C  . Так как 0, 0,A C   то по теореме 1.9 собственные значе-
ния 0  ; при этом 0  , так как вид граничных условий    0 0, 0X X l   от-
личен от условий (1.13). Удобно записать отрицательное число   в виде 2.    
Тогда уравнение    X x X x    примет вид: 

   2X x X x   . 
б). Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с 
постоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение 2 2.s    
Его решения s i  , а общее решение дифференциального уравнения 

  1 2cos sinX x c x c x     . 
в). Воспользуемся граничными условиями    0 0, 0.X X l   Из граничного 
условия  0 0X   имеем 1 0c   и   2 sinX x c x  . Так как собственные функции ─ 
это ненулевые функции, определяющиеся с точностью до постоянного множи-
теля, то можно положить 2 1.c   Из условия   0X l   получим  cos 0l   ; при-
чем 0  , иначе    sin 0, , 0X x x u x t    и не выполнены начальные условия. 

Тогда      cos 0, 2 1 , 2 1 ( 0,1, 2,...)
2 2kl l k k k

l
         . 

Итак, собственные функции  

sin ,k kX x  где   2 1 ( 0,1,2,...).
2k k k

l
     

г). Найдем вес ортогональности собственных функций оператора 
L X AX BX CX    , где 1, 0, 0A B C   : 

  01 exp exp 0 1B

AA
dx dx e      

   . 

4). Нахождение функций   kT t  из уравнения    22
k kkT t a T t   . 

Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с по-
стоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение 22 2 .ks a    
Его решения ks a i  , а общее решение дифференциального уравнения 

  cos sink k k k kT t c a t d a t     . 
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5). Нахождение искомого решения в виде  

           
0 0 0

, , cos sink k k k k k k k
k k k

u x t u x t T t X x c a t d a t X x 


  

 
          .    (4.10) 

Подставим эту функцию в начальные условия задачи (4.9) и учтем, что  1
2

3sin
l

x X x
 : 

   
0

0 1
100

,l
kt k

k
u c X x X x




                                    (4.11) 

     0 0 0
0 0

sin cos .t tt k k k k k k k k k k
k k

u c a a t d a a t X x d a X x v    
 

 

 
              (4.12) 

Сравнивая в равенстве (4.11) коэффициенты при  1X x  и при   ( 1)kX x k  , получим 
 1 /100 , 0 1kc l c k   . 

В равенстве (4.12) имеем ряд Фурье   0
0

k k k
k

d a X x v



   по ортогональной системе 

функций kX ; коэффициенты Фурье k kd a  найдем по формуле  
 

0 ,
,

,
k

k k
k k

v X
d a

X X
   где 

   0 0
0 0 0 0

0

cos
, sin 1 cos 2 1

2

l
lk

k k
k k k

x v vv X v x dx v k
 
  

        
  , 

  2 2

0 0
0

2 2 2

2 2 2

1 cos sin1 1 sin, sin
2 2 2

l l
k k

k k
k k

l
k k

x x k lX X X x dx dx x l
  


 

    
          

  
  . 

Тогда 0 0
2

2 2,k k k
k k

v vd a d
l a l


 

  . 

Подставляя в решение      
0 0

, cos sink k k k k k
k k

u x t c a t X x d a t X x 
 

 
        зна-

чения  1 /100 , 0 1kc l c k    и   sink kX x x , получим 

  1 1
0100

, cos sin sin sink k k
k

lu x t a t x d a t x   



     , где 0

2
2

k
k

vd
a l

 ,  2 1
2k k

l
   . 

Пример 4.2. Однородная круглая мембрана радиусом R , закрепленная по краю, 
совершает малые поперечные колебания в среде без сопротивления. Опреде-
лить колебания мембраны, вызванные постоянной начальной скоростью 0v  то-
чек мембраны. 
Решение. Обозначим через  , ,u t   отклонение в момент времени t  точки M  
мембраны с полярными координатами  ,  . Уравнение свободных колебаний 
мембраны будет иметь вид: 

2
t tu a u  . 

Оператор Лапласа следует взять в полярной системе координат (п. 5.5) и 
учесть, что u  не зависит от   (так как начальные и граничные условия не зави-
сят от  ), т.е. 0u  . Тогда 
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2

2
1 1u u uu 
    

    
       

. 

Центр круга 0   является особой точкой этого оператора, поэтому в этой точ-
ке  ставится граничное условие  0u    . Мембрана закреплена по краю, т.е. 
на границе мембраны при R   отклонение равно нулю: 0Ru   . 
Начальное отклонение равно нулю, начальная скорость равна 0v , т.е. 

0 0 00, .t t tu u v    
Итак, задача примет вид:  

0 0 0

2

0

,

, 0,

0, .

t t

R

t t t

u a u

u u

u u v

 

 

 

  

   


 

                            (4.13) 

Граничные условия и дифференциальное уравнение являются однородными, 
так как функция 0u   им удовлетворяет. Поэтому применим метод Фурье.  
Решение задачи состоит из следующих этапов. 
1). Нахождение решения в виде       ,u t X T t   . 

Подставим      ,u t X T t     в дифференциальное уравнение задачи (4.13):  
       2 .X T t a T t X     

Разделим переменные  
 
 

 
 2

T t X
Xa T t




 
 . 

Дробь в левой части этого равенства зависит только от t , в правой части – толь-
ко от  ; поэтому равенство возможно лишь тогда, когда эти дроби равны по-
стоянной, обозначим ее  . Тогда из равенства  

 
 

 
 2

T t X
Xa T t





 

   

получим два уравнения: 
       2 , .T t a T t X X          

2). Перенос однородных граничных условий на функцию  X  . 

Подставим      ,u t X T t    в граничные условия задачи (4.13): 
   
   

 
 

0 , 0 ,

0 0.

X T t X

X R T t X R

       
    

 

3). Решение задачи для функции  X  : 
   
   

,

0 , 0.

X X

X X R

   


  
 

Дифференциальный оператор      1X X X  


     имеет вид 
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       X AX BX CX        , где 1,A   1 ,B


  0C  . Так как 0, 0,A C   то 

по теореме 1.9 собственные значения 0  ; при этом 0  , так как вид гранич-
ных условий отличен от условий (1.13). Удобно записать отрицательное число 
  в виде 2.    Тогда уравнение    X X      примет вид:  

     21X X X   


    . 

Умножив его на 2 , получим  
     2 2 2 0X X X          .                              (4.14) 

Это есть уравнение Бесселя с параметром 0p  . Его общее решение имеет вид: 

     1 0 2 0X c J c N      .                                   (4.15) 

По условию функция  X   ограничена в нуле, функция  0N    не ограниче-
на в нуле; поэтому, чтобы получить ограниченное в нуле решение, следует по-
ложить 2 0c  . Кроме того, можно положить 1 1c  , так как собственные функции 
определяются с точностью до постоянного множителя. Тогда     0X J   . 

Из условия   0X R   получим  0 0J R  . Это уравнение имеет множество 
корней k R  (см. п. 5.4). Итак,  

 собственные функции    0k kX J   , где k R  нули функции 0J   1,2,3,...k  ; 

вес ортогональности собственных функций равен   (см. п. 5.4).  
4). Нахождение функций  kT t  из уравнения    2 2

k k kT t a T t   . 
Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с по-
стоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение: 22 2 .ks a    
Его корни ks a i  , а общее решение дифференциального уравнения 

  cos sink k k k kT t c a t d a t     . 

5). Нахождение искомого решения в виде        
0 0

, ,k k k
k k

u t u t T t X  


 


    .  

Подставим функцию  

         
0 0

, cos sink k k k k k k
k k

u t T t X c a t d a t X    


 


         

в начальные условия задачи (4.13): 

 
0

0 0 0,kt kk
k

u c X c



      

     0 0 0
0 0

sin cos .t tt k k k k k k k k k k
k k

u c a a t d a a t X d a X v      
 

 

 
          

Получили ряд Фурье по ортогональной системе функций  kX  ; коэффициенты 
Фурье найдем по формуле  
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 
 

0 ,
,

k
k k

k k

v X
d a

X X
  . 

Значение   2,k k kX X X  приведено в п. 5.4.  

     
2 2

2 2 2 2
0 0 12 2k k kk

R RX J R J R J R       . 

Здесь мы учли, что k  ─ корни уравнения  0 0J R   и    0 1J x J x    из второ-
го рекуррентного соотношения при 0p   (см. п. 5.4). 
Теперь вычислим скалярное произведение 

       0
0 0 0 0 02

0 0 0

, .
k RR R k

k
kk

k k
vdv X v X d v J d J dd

  
          


           

Из первого рекуррентного соотношения при 0p   (см. п. 5.4) получим 

    0 1J J       . Поэтому  

           0 0 0 0
0 0 1 1 12 2 2

0 0

,
0

kk kR R R

k k
kk k k

v v v v Rv X J d J d J J R
  

        
  

        . 

Тогда  
 
 

   
       

0 0 0 01
22 2

1 11

, 2 2
,

, 2
k k

k
k k k kk

k
k k

k k

v X v R J R v vd a d
X X R J R a R J RR J R

 


   


   

 
. 

В заключение следует подставить найденные коэффициенты ,k kc d  в решение 

         0
02

1 1 1

2 1, cos sin sink k k k k k k
k k k k

vu t c a t d a t X a t J
a R J R

      
 

 

 
      


  . 

4.2. Метод Фурье для неоднородного уравнения и  
однородных граничных условий 

Рассмотрим метод Фурье для задач  

 

 

 

 

 

   0 00

, ,, ,

0, (4.16); 0, (4.17)

, , .t

t tt

t t t

u Lu f M tu Lu f M t

u uu u
n n

u M u M u M

 
   

    

    
                  

 
    

 

В этих задачах дифференциальное уравнение является неоднородным, а гра-
ничные условия ─ однородными. 

Рассмотрим метод Фурье на примере задачи (4.17). Решение состоит из сле-
дующих этапов. 

1). Нахождение собственных функций  kX M  задачи  
 

,

0.

LX X
XX
n 



 

 
       

 

Это есть задача Штурма-Лиувилля, рассмотренная в п. 1.4. Ее решением явля-
ется система ортогональных собственных функций  kX M  и система собствен-
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ных значений ( 1,2,...)k k  . 
2). Разложение в ряд Фурье по системе  kX M  всех функций задачи (4.17): 

     
0

, k k
k

u M t T t X M



  ,  

     
0

, k k
k

f M t f t X M



  , где  

 
,

,
,

k
k

k k

f X
f

X X
  

   
0

k k
k

M X M 



  , где  

 
,

,
,

k
k

k k

X
X X


   

   
0

k k
k

M X M 



  , где  

 
,
,

k
k

k k

X
X X


  . 

Коэффициенты  kT t  неизвестны и будут найдены далее. 
3). Подстановка рядов для  функций         , , , , ,u M t f M t M M   в задачу (4.17): 

а) подстановка рядов в дифференциальное уравнение  

           
0 0 0

k k k k k k
k k k

T t X M T t LX M f t X M
  

  
        ; 

учитывая, что    k k kLX M X M , и сравнивая коэффициенты при  kX M , по-
лучим дифференциальные уравнения для функций  kT t : 

     k k k kT t T t f t    ; 
б) подстановка рядов в начальные условия 

       

       

0 0

0 0

0 0 ,

0 0 .

k k k k k k
k k

k k k k k k
k k

T X M X M T

T X M X M T

 

 

 

 

 

 

    

     

 

 
 

Отметим, что граничные условия были учтены при отыскании функций  kX M . 
Итак, получили следующую задачу для функций  kT t : 

     
   ,

,

0 0 .

  

k k k k

k k k k

T t T t f t

T T



 

    


 
                                        (4.18) 

4). Нахождение решений  kT t  задачи (4.18) и запись искомого решения 

     
0

, k k
k

u M t T t X M



  . 

Пример 4.3. Найти закон распределения температуры внутри однородного 
стержня длиной l , если внутри стержня действует источник тепла плотности  

 cos 5 / 2f c x l    ( c коэффициент теплоемкости,   плотность распределения 
массы). Конец стержня 0x   теплоизолирован, на конце x l  поддерживается 
нулевая температура, начальная температура равна нулю. 
Решение. Запишем математическую постановку задачи: 
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2

0

0

,

0, 0,

0.

t x x

x x x l

t

f
cu a u

u u

u



 



  

  
 

                                              (4.19) 

Здесь 2 p
ca  , p коэффициент теплопроводности. Дифференциальное уравне-

ние этой задачи – неоднородное, граничные условия ─ однородные. Поэтому 
решение задачи состоит из следующих этапов. 

1).  Нахождение собственных функций  kX x  задачи  
   

,
0 0, 0.

LX X X
X X l

  
   

 

а). Дифференциальный оператор имеет вид: L X AX BX CX    , где 1,A   0,B   
0C  . Так как 0, 0,A C   то по теореме 1.9 собственные значения 0  ; при 

этом 0  , так как вид граничных условий    0 0, 0X X l    отличен от усло-
вий (1.13). Отрицательное число   запишем в виде 2 , 0.      Тогда урав-
нение    X x X x   примет вид: 

   2X x X x   .                                          (4.20) 
б). Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с 
постоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение 

2 2.s    Его корни s i  , а общее решение дифференциального уравнения 

  1 2cos sinX x c x c x     . 

в). Воспользуемся граничными условиями    0 0, 0.X X l    Из граничного 
условия  0 0X    имеем 2 0 2cos 0, 0xc x c     . Так как 0  ; то 2 0c   и 

  1 cosX x c x  . Так как собственные функции ─ это ненулевые функции, опре-
деляющиеся с точностью до постоянного множителя, то можно положить 1 1.c   
Из условия   0X l   получим  

   cos 0, 2 1 , 2 1 ( 0,1, 2,...)
2 2kl l k k k

l
         . 

Итак, собственные функции  

cos ,k ky x   где   2 1 ( 0,1, 2,...) .
2k k k

l
     

2). Разложение в ряд Фурье по системе  kX x  всех функций задачи: 

     
0

, k k
k

u x t T t X x



  ; 

 3
5
2cos l

f x X x
c



  , так как 3

5
2 l   , 

 0
0

0 0t k
k

u X x





   . 
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3). Подстановка рядов в задачу (4.19): 
а) подстановка рядов в дифференциальное уравнение  

         2
3

0 0
k k k k

k k
T t X x a T t X x X x

 

 
      .  

Учитывая, что    2
k kkX x X x   , и сравнивая коэффициенты при  kX x , полу-

чим дифференциальные уравнения для функций  kT t : 

         2 2 2 2
3 33 1, 3k kkT t a T t T t a T t k        ; 

б) подстановка рядов в начальное условие  

       
0 0

0 0 0 0.k k k k
k k

T X x X x T
 

 
       

Отметим, что граничные условия были учтены при отыскании функций  kX x . 
Итак, получили следующие задачи для функций  kT t : 

   
 

   
 

2 2 2 2
3 3 3

3

1, ,
0 0, 0 0,

k k k
k

T t a T t T t a T t
T T

       
   

  3 .k              (4.21) 

4). Нахождение решений  kT t  задач (4.21) 
а). При 3k  : 
 
 

    
2 2

32 2 2 2
2 2 2 2

3
3 3 3 3

3 3 3

1, ln 1 ln , 1 .
1

a td T t
d t a T t d a t T t d e

a T t a
 

 
          

  
  

Из условия   3 0 0T    получим  1d    и   
22
3

2 23
3

1 1 a tT t e
a




   

 
. 

б). При 3k  : 
 
      

2 2
2 2 2 2, ln ln , .a tk k

k k k k k k
k

d T t
a d t T t d a t T t d e

T t
  

        

Из условия  0 0kT   получим 0kd    и    0kT t  . 

5). Запись искомого решения 

         
22
3

2 23 3 3 3
0 3

1 5, 1 cos , .
2

a t
k k

k
u x t T t X x T t X x e x

la
 

 






          
 

  

4.3. Метод Фурье для задачи  
с неоднородными граничными условиями 

Рассмотрим задачи вида (4.1), (4.2) с неоднородными граничными условиями 

   

 
 

 

   

 
 

   

1 1

0 2 2 0 30

, , ,, , ,

, , , ,

, , .t

t tt

t t t

u Lu f M t M Du Lu f M t M D

u uu g M t u g M t
n n

u g M u g M u g M

 
   

  

      
                  

 
    
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Здесь     граница области  D ;  ,   одновременно не равны нулю. 
Если 0  , то получаем граничное условие (ГУ) первого рода   1 ,u g M t  .  

Если 0  , то получаем граничное условие (ГУ) второго рода  1 ,u g M t
n 





. 

Если 0, 0   , то имеем граничное условие (ГУ) третьего рода. 

Пусть область  D  – одномерная, т.е. отрезок  ,a b ; тогда граница   состоит 
из двух точек ,x a x b  . При записи граничного условия следует учитывать, что 

u u
n x
 

 
 

 при x a ,     u u
n x
 

 
 

 при x b . 

Поэтому граничные условия примут вид  
   

   

1 1 1

2 2 2

,

.

x

x x b

x a
u u g t

u u g t

 

 





    

    

                                (4.22) 

Если на одном из концов интервала  ,a b , например в точке x a , в операто-
ре Lu Au Bu Cu     функции  A x или  B x  не определены или   0A x  , то 
граничные условия имеют вид: 

   

,

.x x b

x au

u u g t 




  


   
                                (4.23) 

Условие x au     выражает естественное требование ограниченности решения. 
Для решения задачи с неоднородными граничными условиями следует 

привести неоднородные граничные условия к однородным, а затем применить 
метод Фурье. Алгоритм решения следующий.  

1). Найти какую-нибудь функцию  ,w x t , удовлетворяющую неоднород-
ным граничным условиям.  
В зависимости от типа граничных условий будем искать эту функцию в виде: 

для граничных условий вида (4.22)   
2

1 2, 0,,
, ;

если
в остальных случаях

c x d xw x t
c x d

     


 

для граничных условий вида (4.23)   
, 0,

,
, .

если
в остальных случаях

c x
w x t

c
 

 


 

При подстановке функции  ,w x t  в граничные условия найдем коэффициенты 
,c d  для условий (4.22) или коэффициент c  для условий (4.23).  

2). Решение первоначальной задачи искать в виде  
     , , ,u x t v x t w x t   

и подставить его в дифференциальное уравнение, граничные условия и началь-
ные условия. В результате получим задачу для функции  ,v x t  с однородными 
граничными условиями. 
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3). Решить задачу для функции  ,v x t  методом Фурье, изложенным ранее. 

Пример 4.4. Найти закон распределения температуры внутри однородного 
стержня длиной l , если внутри стержня действует источник тепла плотностью 

5
2cos lf c x   ( c коэффициент теплоемкости,   плотность распределения мас-

сы). На конец стержня 0x   подается тепловой поток плотностью q , на конце 
x l  поддерживается температура 0u , начальная температура равна   0q x l u  . 
Решение. Запишем математическую постановку задачи: 

 

2

0 0

0 0

,

, ,

.

t x x

x x x l

t

f
cu a u

p u q u u

u q x l u



 



  

   


  


                                              (4.24) 

Здесь 2 p
ca  ,  p коэффициент теплопроводности.  

Граничные условия в этой задаче – неоднородные, поэтому сначала следует 
привести неоднородные граничные условия к однородным. Для этого найдем 
функцию  ,w x t , удовлетворяющую неоднородным граничным условиям. Гра-
ничные условия имеют вид (4.22), где 1 20, 0   , поэтому будем искать 
функцию  ,w x t  в виде   ,w x t c x d  . 

   Так как xw c , а из условия задачи 0x x
qw
p  , то qc

p
 . Кроме того, x lw c l d    , 

а из условия задачи 0x lw u  . Поэтому 0 0
qd u c l u l
p

      ; тогда   0
qw x l u
p

   . 

Решение задачи (4.24) будем искать в виде  

     , , ,u x t v x t w x t  ,  где    0
qw x l u
p

   . 

Подставляя      , , ,u x t v x t w x t   в дифференциальное уравнение задачи (4.24) и 
учитывая, что 0, 0t xxw w  , получим  

 2 2
t t xx xx t xx

f fv w a v w v a v
c c 

       . 

Подставляя      , , ,u x t v x t w x t   в граничные условия задачи (4.24) и учитывая, 
что 0 0, ,x x x lp w q w u    , получим  

0 0

0

00
0,,

, 0.

x xx x x x x x

x l x l x l
x l

vp u p v p w q

u v w u v

  

  


              

 

Подставляя      , , ,u x t v x t w x t   в начальное условие задачи (4.24) и учитывая, 

что   00t
qw x l u
p    , получим  

  00 0 0 0 0t t t t
qu v w x l u v
p          . 

Итак, для функции  ,v x t  получили задачу  
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2

0 0

,

0, 0, 0

t x x

x x x l t

f
cv a v

v v v


  

  

   

 

с однородными граничными условиями. Ее решение было получено в примере 4.3 

 
22
3

2 2 3 3
3

1 5, 1 cos , .
2

a tv x t e x
la

  


     
 

 

Тогда решение задачи (4.24) имеет вид:  

       
22
3

02 2 3 3
3

1 5, , , 1 cos , .
2

a t qu x t v x t w x t e x x l u
p la

  


          
 

 

4.4. Решение краевых задач для уравнения Лапласа 

Мы рассмотрели применение метода Фурье для задач теплопроводности и 
колебаний 

   

 

 

   

 

   0 00

, , , 0,, , , 0,

0, 0,

, , .t

t tt

t t t

u Lu f M t M D tu Lu f M t M D t

u uu u
n n

u M u M u M

 
   

    

        
                  

 
    

 

В первой задаче имеем уравнение параболического типа, во второй задаче – 
уравнение гиперболического типа. Теперь рассмотрим краевую задачу в обла-
сти  D  с границей  L  для уравнения эллиптического типа. Простейшим урав-
нением такого типа является уравнение Лапласа 0u  . Запишем краевую зада-
чу для такого уравнения: 

   

 

0,

.
L

u M M D

uu M
n

  

  

      

                                      (4.25) 

Отметим особенности применения метода Фурье для таких задач. 
1). Метод Фурье применим в области, ограниченной координатными по-

верхностями некоторой системы координат. При этом оператор Лапласа u  
следует записать в этой же системе координат. 

2). Граничные условия записывают по каждой переменной; недостающие 
граничные условия записывают, например, из условия ограниченности, непре-
рывности, периодичности решения. 

3). Если граничные условия неоднородны по нескольким переменным, то за-
дачу разбивают на несколько задач, в каждой из которых граничные условия 
неоднородны только по одной из переменных. К каждой из этих задач приме-
ним метод Фурье. 
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Решение краевой задачи для уравнения Лапласа в прямоугольнике 
Рассмотрим следующую задачу. 

   
   

   
0 1 2

0 1 2

0, 0, , 0, ,

, ,

, .

x x a

y y b

u x a y b

u f y u f y

u g x u g x

 

 

    
  


 

                                 (4.26) 

Область, в которой задано уравнение, есть прямоугольник, поэтому опера-
тор Лапласа запишем в прямоугольной системе координат 

x x y yu u u   . 
Граничные условия задачи неоднородны и по x , и по y . Поэтому разобъем 

задачу на две задачи 

   
0

0 1 2

0,

0, 0,

, ,

x x y y

x x a

y y b

u u

u u

u g x u g x

 

 

  
  


 

   (4.27)       0 1 2

0

0,

, ,

0 , 0.

x x y y

x x a

y y b

u u

u f y u f y

u u

 

 

  
  


 

     (4.28) 

Пусть  1 ,u x y  решение задачи (4.27),  2 ,u x y  решение задачи (4.28). Тогда 
     1 2, , ,u x y u x y u x y   является решением задачи (4.26). Действительно, 

   
1 2

0 1 0 2 0 1 1

0 0 0,

0 ;x x x

u u u

u u u f y f y  

      

    
 

аналогично проверяются другие условия задачи (4.26). 
В задачах (4.27) и (4.28) граничные условия неоднородны только по одной 

из переменных и однородны по другой переменной, поэтому их можно решить 
методом Фурье. 

Решим сначала методом Фурье задачу (4.27). Решение задачи состоит из 
следующих этапов. 
1). Нахождение решения в виде       1 ,u x y X x Y y  . 
Подставим      1 ,u x y X x Y y   в дифференциальное уравнение задачи (4.27):  

        0.X x Y y X x Y y      
Разделим переменные  

 
 

 
 

X x Y y
X x Y y


 

   ; 

получим два уравнения:        ,X x X x Y y Y y      

2). Перенос однородных граничных условий на функцию  X x . 

Подставим      1 ,u x y X x Y y   в однородные граничные условия задачи (4.27): 
       0 0; 0.X Y y X a Y y     

Если   0Y y  , то      1 , 0u x y X x Y y    и не выполняются граничные условия 
 0 1 ,yu g x    2y bu g x  . Поэтому   0Y y   и, следовательно,    0 0, 0.X X a   
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3). Решение задачи для функции  X x :      
   

,

0 0, 0.

X x X x

X X a

  


 
 

Решения этой задачи (см. пример 1.1): 

sin ,k kX x  где 2, ( 1,2,3,...).k k k
k k

a
       

4). Нахождение функций  kY y  из уравнения      2
k k k k kY y Y y Y y     . 

Для решения этого однородного линейного дифференциального уравнения с по-
стоянными коэффициентами составим характеристическое уравнение 22 .ks   Его 
корни ks    действительны. Поэтому линейно независимыми решениями диф-
ференциального уравнения являются функции ,k ky ye e  , а также их полусумма 
ch k y  и полуразность sh k y . Общее решение уравнения удобно записать в виде  

  ch shk k k k kY y c y d y     . 

5). Нахождение искомого решения в виде  

           1
1 1 1

, , ch shk k k k k k k k
k k k

u x y u x y X x Y y c y d y X x 


  

 
          .     (4.29) 

Подставим эту функцию в неоднородные граничные условия задачи (4.27): 

   

     

0 1
1

2
1

,

ch sh .

y k k
k

y b k k k k k
k

u g x c X x

u g x c b d b X x 










 

    




 

Найдем коэффициенты Фурье 
 
 

 
 

1 2, ,
, ch sh

, ,
k k

k k k k k
k k k k

g X g X
c c b d b

X X X X
      . 

Зная коэффициенты ,kc  из второго равенства найдем коэффициенты kd . 
Итак, получим решение задачи (4.27) 

   1
1

, ch sh sin , .k k k k k k
k

ku x y c y d y x
a


   



       

Аналогично находится решение  2 ,u x y  задачи (4.28). 

Решение краевой задачи для уравнения Лапласа 
в круге, вне круга 

Запишем уравнение Лапласа в полярной системе координат 

 
2

2 2
1 1 0, ,гдеu uu u u      

          
. 

Умножив обе части уравнения Лапласа на 2 , получим: 

 
2

2 0 0,или гдеu u u u u u    
     

           
  . 

В силу однозначности искомого решения оно должно быть периодическим по   
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с периодом 2 , т.е.        , 2 , , 2 , 0илиu u u u          . Граничные усло-
вия по   (кратко, ГУ по  ) запишем позже в зависимости от вида области  D  
(внутренность круга, внешность круга). 

Итак, рассмотрим следующую краевую задачу в области  D : 

0 2

0,

,

ГУ по .

u u

u u

 

  


 

 
 





                                      (4.30) 

Граничные условия однородны по  , дифференциальное уравнение также 
однородно, поэтому задачу можно решить методом Фурье. Решение задачи со-
стоит из следующих этапов. 
1). Нахождение решения в виде       ,u X Y     . 
Подставим      ,u X Y      в дифференциальное уравнение задачи (4.30):  

        0.Y X X Y        
Разделим переменные 

 
 

 
 

X Y
X Y
  


 

 
  ; 

получим два уравнения:        ,X X Y Y         . 

2).  Перенос однородных граничных условий. 
Подставим      ,u X Y      в однородные граничные условия задачи (4.30): 

       0 2X Y X Y     . 
Так как   0X   , то получим    0 2 .Y Y   

3). Решение задачи для функции  Y  : 

   
   

,

0 2 .

Y Y

Y Y

  



 



                                          (4.31) 

Сделанные ранее выводы о знаке   (теоремы 1.4 или 1.5) здесь неприменимы 
из-за другого вида граничных условий. Но из-за условия    0 2Y Y   решение 
может быть только периодичным (в частности, постоянным), а значит 0  ; 
а) если 20,     , то   cos sinY A B     и из условия    0 2Y Y   следует 

 
 

, 0,1,2,...cos 2 1,
cos 2 sin 2 2 2

sin 2 0 cos sin .
k

k k k

k k
A A B k

Y A k B k


   

   

                
б) если 0  , то  0 0 0Y A B    и из условия    0 2Y Y   следует, что  0 0Y A  . 
Заметим, что это же решение получается из  kY   при 0k  . 

4). Нахождение функций  kX   из уравнения    k k kX X     . 
а). При 0k   это уравнение с учетом того, что  

        2X X X X             , 
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а 2 2
k k k     , примет вид 

           2 2 2 2 0.илиX X k X X X k X                  
Полученное уравнение является уравнением Эйлера. Его решение будем искать 
в виде   sX   . При подстановке в уравнение получим: 

   2 2 1 2 21 0 1 0.илиs s ss s s k s s s k                
Корни этого уравнения s k  . Поэтому линейно независимыми решениями 
дифференциального уравнения являются функции ,k k  , а общее решение 
уравнения имеет вид 

   1, 2,3,...k k
k k kX C D k       . 

б). При 0k   имеем уравнение 
    0 0 0X X       . 

Отсюда         0
0 0 0 0 0 0 00 lnCX X C X X C D      

          . 

5). Запись решений  ,ku    и искомого решения в виде    
0

, ,k
k

u u   



 : 

         0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, ln ln ln
a b

u X Y C D A C A D A a b      
 

         , 

         , cos sin

cos sin .

k kk k

k k
k k k k k k k

k k k k
k k k k k k k k

a cb d

u X Y C D A k B k

C A D A k C B D B k

       

     



 

  

          

   
   

          
   

  
   

 

Итак, мы получили  
       0 , ln , , cos sink k k k

k k k k ku a b u a b k c d k                 . 
Каждая из этих функций удовлетворяет уравнению Лапласа и граничным усло-
виям по  . Можно показать, что сумма ряда  

       
1

, ln cos sink k k k
k k k k

k
u a b a b k c d k         




            (4.32) 

также удовлетворяет уравнению Лапласа и граничным условиям по  . 

6). Нахождение искомого решения, удовлетворяющего граничным условиям по  . 
а). Рассмотрим решение уравнения Лапласа в круге 0 R  . Тогда гранич-

ные условия первого рода имеют вид:  
 0 , Ru u g       

Так как ln , 0приk     , то из условия 0u     следует, что в 
формуле (4.29) нужно положить 0, 0, 0k ka b d   . Тогда  

     
1

, cos sin .k k
k k

k
u b a k c k     




                          (4.33) 
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Из граничного условия  Ru g   следует, что 

     
1

cos sin ;k k
k k

k
g b a R k c R k  




      

  
 

  
 

  
 

,1 ,cos ,sin
, ,

1, 1 cos ,cos sin ,sin
k k

k k
g g k g k

b a R c R
k k k k

    
   

   . 

Отсюда найдем коэффициенты , ,k ka a c  и искомое решение (4.33). 
б). Рассмотрим решение уравнения Лапласа вне круга R    . Тогда гра-

ничные условия первого рода имеют вид:  
 , .Ru u g       

Так как ln , приk     , то из условия u     следует, что в 
формуле (4.32) нужно положить 0, 0, 0k ka a c   . Тогда 

     
1

, cos sin .k k
k k

k
u b b k d k      




                          (4.34) 

Из граничного условия  Ru g   следует, что 

     
1

cos sin ;k k
k k

k
g b b R k d R k   




      

  
 

  
 

  
 

,1 ,cos ,sin
, ,

1, 1 cos ,cos sin ,sin
k k

k k
g g k g k

b b R d R
k k k k

    
   

    . 

Отсюда найдем коэффициенты , ,k ka b d  и искомое решение (4.33). 
Замечания 

1). Аналогично решаются вторая и третья краевые задачи для уравнения Лапла-
са в круге, вне круга. 
2). Коэффициенты Фурье иногда удобно находить не по общей формуле через 
скалярные произведения, а путем сравнения (см. пример 4.5). 
3). Решение второй краевой задачи для уравнения Лапласа не является един-
ственным, а определяется с точностью до постоянного слагаемого, так как и 
уравнение Лапласа, и граничное условие содержат только производные, кото-
рые не меняются при добавлении к решению постоянного слагаемого. 
4). Решение краевой задачи для неоднородного уравнения Пуассона  u f M   
в круговой области следует искать методом вариации, т.е. в виде ряда  

     
0

, cos sink k
k

u A k B k     



    .  

Подставляя этот ряд в уравнение Пуассона и в граничные условия, можно 
найти коэффициенты    , .k kA B   
Пример 4.5. Найти функцию, гармоническую вне круга радиуса R  с центром в 

начале координат такую, что 5cos 2 7sin 3u
R

 



 


. 

Решение. Искомая гармоническая функция удовлетворяет уравнению Лапласа 
   , 0u R        и граничным условиям  
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, 5cos 2 7sin 3 .uu
R  




   


 

Общее решение имеет вид (4.32): 

       
1

, ln cos sink k k k
k k k k

k
u a b a b k c d k         




        . 

Так как ln , приk     , то из условия u     следует, что 
0, 0, 0k ka a c   . Тогда 

     
1

, cos sin ,k k
k k

k
u b b k d k      




    

   1 1

1
5cos 2 7sin 3 cos sin .k k

k k
k

u k b R k k d R kR    
   



            

В последнем равенстве сравним коэффициенты при cos , sink k  : 

 

 

3 3
2 2

1

4 4
3 3

1

cos 2 : 2 5 5 / 2,

cos 2 : 0 0,

: 3 7 7 / 3,

sin 3 : 0 0.

при

при

при sin3

при

k
k k

k
k k

b R b R

k k k b R b

d R d R

k k k d R d











 



 

    

    

    

    

 

Тогда искомое решение примет вид: 

 
3 4

2 3
2 3 2 3

5 7, cos 2 sin 3 cos 2 sin 3
2 3

R Ru b b d b       
 

       . 

Заметим, что решение второй краевой задачи не единственно; оно определя-
ется с точностью до константы b . 

Решение краевой задачи для уравнения Лапласа 
в цилиндре  

Решение задачи в цилиндре рассмотрим на следующем примере. 
Пример 4.7. Найти распределение потенциала электростатического поля внут-
ри полого цилиндра радиусом R  и высотой H , если оба основания заземлены, а 
потенциал на боковой поверхности равен 0u . 
Решение. Потенциал электростатического поля удовлетворяет уравнению 
Лапласа 0u  . Задачу естественно решать в цилиндрической системе коорди-
нат , , z  . Условия задачи не зависят от  , поэтому потенциал u  является 
функцией только переменных , z . Оператор Лапласа следует взять в цилин-

дрической системе координат и учесть, что u  не зависит от  , т.е. 
2

2 0u






:  

2 2 2

2 2 2
1 1u u u u uu

z z


    
      

           
. 

Выражение 
2

2
1u u
 

 



 называют радиальной частью оператора Лапласа и обо-
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значают u . Тогда .z zu u u      
Точка 0   является особой точкой оператора u , поэтому в этой точке 

граничное условие имеет вид: 0u    . Потенциал на боковой поверхности 

равен 0u , поэтому 0Ru u  . 
Основания цилиндра заземлены, поэтому 0 0, 0z z Hu u   . 
Итак, имеем следующую математическую постановку задачи: 

 
0

1

0

0

0 ,

, ,

0, 0.

z z

R

z z H

u u u u u

u u u

u u

   

   

 

     

   


 


                  (4.40) 

Дифференциальное уравнение и граничные условия по z  – однородны (так 
как функция 0u   им удовлетворяет). Поэтому применим метод Фурье. Реше-
ние задачи состоит из следующих этапов. 
1). Нахождение решения в виде      ,u z X T z   . 

Подставим      ,u z X T z    в дифференциальное уравнение задачи (4.40): 
        0.X T z X T z         

Разделим переменные  
 
 

 
 
XT z

T z X
 




  . 

Дробь в левой части этого равенства зависит только от z , в правой части ─ 
только от  ; поэтому равенство возможно лишь тогда, когда эти дроби равны 
постоянной, обозначим ее  . Тогда из равенства  

 
 

 
 
XT z

T z X
 





    

получим два уравнения: 
    ,T z T z           .X X       

2). Перенос однородных граничных условий  
Подставим      ,u z X T z    в однородные граничные условия ─ условия по z : 

       0 0, 0.X T X T H      
Функция   0X    (иначе получим решение 0u  , не удовлетворяющее условию 

0R
u u 

  задачи (4.40)); поэтому    0 0, 0T T H  .  

3). Решение задачи для функции  T z :  

   
   

,

0 0, 0.

T z T z

T T H

 


 
 

Такая задача была решена в примере 1.4. Ее решения: 
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  2sin , , ( 1, 2,3,...) .k k k k k
kT z z k

H
         

4). Нахождение функций  kX   из уравнения    X X      . 

Так как 2
k   ,      1X X X       , то уравнение    X X       при-

мет вид:      21
kX X X   


   . Умножив его на 2 , получим так называемое 

модифицированное уравнение Бесселя 
     2 2 2 0kX X X          , 

отличающееся от уравнения Бесселя знаком перед 2 . Решение этого уравнения 
записывается через модифицированные функции Бесселя 0 0,I K , (см. п. 5.4):  

     1 0 2 0k k kX c I c K      . 
Функция  0K    не ограничена в нуле; поэтому, чтобы получить ограниченное 
в нуле решение  kX  , следует положить 2 0c  . Кроме того, можно положить 

1 1c  , так как собственные функции определяются с точностью до постоянного 
множителя. Тогда  

   0 kkX I   . 

5). Нахождение искомого решения в виде      
1

, k k k
k

u z c T z X 



 .  

Подставим функцию  

       0
1 1

, sink k k k k k
k k

u z c T z X c z I    


 


     

в граничное условие  0Ru u  : 

    00
1

, sink k k
k

u R z c I R z u 



   . 

Получили ряд Фурье по ортогональной системе функций  sin k kz T z  ; коэф-
фициенты Фурье найдем по формулам: 

   
 

0
0

,
,

,
k

k k
k k

u T
c I R

T T
   

     0 0 0
00 0

0 0

0, 2 ,
2, sin cos cos 1 1 cos , 2 1.

H H
k k k k

k k k k

k lu u u uu T u z dz z H k k l   
   

           




Скалярное произведение   2,k k kT T T  вычисляется так  же, как в примере 1.4 и 

равно 
2
H . Тогда  

 
 

00 00

0

0, 2 ,0, 2 ,
44 4

, 2 1., 2 1,k k k
k k

k lk l
uu uc I R c k lk l

H k k I R


   


       
  
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В заключение следует подставить найденные коэффициенты kc  в решение 

     
 
 

0 2 12 1

2 1

0
0

1 0 0

sin4
, sin

2 1
ll

l
k k k

k l

Izu
u z c z I

l I R

 
   

 




 

 
   

  . 

5. Метод интегральных преобразований 
      Одним из методов решения задач математической физики является метод 
интегральных преобразований, который иногда позволяет значительно упро-
стить задачу и даже получить явное решение. Наиболее часто применяемыми 
интегральными преобразованиями являются преобразование Лапласа и преоб-
разование Фурье. Таблицы простейших свойств этих преобразований приведе-
ны в [11], [13], [16]). 
 Преобразование Лапласа подробно рассматривалось в курсе «Функции 
комплексного переменного и операционное исчисление» [16]. Преобразование 
Фурье рассматривалось менее подробно, поэтому напомним некоторые опреде-
ления и  свойства. 

5.1. Преобразование Фурье и его свойства 
     Прямое преобразование Фурье есть переход от функции  f x  к ее 
Фурье-образу 

     1
2 f

i wxF f x f x e dx F w







     .                             (5.1) 

Функция  f x  предполагается кусочно-непрерывной и абсолютно-
интегрируемой на промежутке  ,  . 

   Обратное преобразование Фурье есть  переход от Фурье-образа  fF w  к ис-
ходной функции  f x  

   1
2 f

i wxf x F w e dw






  .                                (5.2) 

Свойства преобразования Фурье 
1). Свойство линейности 

           f gF f x g x F f x F g x F w F w                    .          (5.3) 

2). Фурье-образ производной 
         

         2 2

,

, ...

f

f

F f x i w F f x i w F w

F f x i w F f x i w F w

        

        
                           (5.4) 

3). Фурье-образ интеграла 

                    
0

1 1 .
x

fF f t d t F f x F w
i w i w

 
     

  
                                        (5.5) 
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4). Фурье-образы со смещениями 

   f
ibxF e f x F w b     ,                                          (5.6) 

     f
i wb i wbF f x b e F w e F f x          .                              (5.7) 

5). Фурье-образ свертки        f x g x f x s g s ds




   : 

       2F f x g x F f x F g x             .                              (5.8) 

Схема применения преобразований Фурье, Лапласа и других интеграль-
ных преобразований следующая: 

1) применяем интегральное преобразование по одной из переменных, пере-
ходя от функции u  к ее образу U ; 

2) записываем задачу для U , причем для функции U  получается более про-
стое уравнение (например, обыкновенное дифференциальное уравнение 
вместо уравнения в частных производных); 

3) решаем задачу для функции U ; 
4) по функции U  восстанавливаем исходную функцию u .  

Применим ниже эту схему для ряда задач математической физики. 

5.2. Колебания бесконечной и полубесконечной струны. 
Формула Даламбера 

 Рассмотрим задачу 
 

   

2

0 0 .

, , , 0,

,
t t x x

t t t

u a u x t

u x u x  

     


 
                                            (5.9) 

Это – задача о свободных колебаниях бесконечной однородной струны с 
начальным отклонением  x  точек струны и начальной скоростью  x . 

Применим преобразование Фурье по переменной x  к задаче (5.9) по схеме, 
описанной выше. 

1). Перейдем в задаче (5.9) к Фурье-образам: 

 
   

2

0 0

,

, .

t t xx

t t t

F u a F u

F u F x F u F x  

     


                
                        (5.10) 

Фурье-образы функций  ,u x t ,    ,x x  обозначим соответственно  ,U w t , 
   Φ ,w w . По свойству (5.4) и определению (5.1) получим: 

         2 2 , ,xxF u iw F u iw U w t   

       1 1, , , ,
2 2t t tt t t

i wx i wxF u x t u x t e dx u x t e dx U w t
tt 

 
 

 


       

 
  . 

Тогда задача (5.10) примет вид: 
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 
   

22

0 0

,

, .
t t

t t t

U a iw U

U w U w 

 


   
                                 (5.11) 

В задаче (5.11) имеем обыкновенное дифференциальное уравнение, в то время, 
как в исходной задаче (5.9) – уравнение в частных производных. 

2). Решим задачу (5.11) для Фурье-образа  ,U w t .  

Для этого составим характеристическое уравнение  22s aiw , найдем его корни  
s aiw   и запишем общее решение 

aiwt aiwtU ce d e  . 
Из начальных условий найдем константы ,c d : 

 
   

 

 

   

   
0

0

1 ,,, 2
1

1 .
2

t

t t

w
c wc d wU c d w aiw

U aiw c d w c d w w
d waiw

aiw





  
               

                

 

Подставим найденные константы ,c d  в общее решение: 

         1 1 1 1, .
2 2 2 2

aiwt aiwt aiwt aiwtw w
U w t w e w e e e

a iw a iw
  

                    (5.12)  

3). По Фурье-образу  ,U w t восстановим исходную функцию  ,u x t .  

Для этого воспользуемся  свойствами  (5.7) и (5.5): 

           , ,a t atiw iww e F x a t w e F x a t              

               
0 0 0

, , .
x a t x a tx

iw at iw atw w w
F y dy e F y dy e F y dy

iw iw iw
  

 
      

      
         

    

С учетом этого формула (5.12) примет вид: 

          
0

0

1 1 1, .
2 2 2

x a t

x a t

F u x t F x a t F x a t F y dy y dy
a

   




 
                   
   

Учитывая, что      
0

0

x a t x a t

x a t x a t

y dy y dy y dy  
 

 

    , и используя свойство линей-

ности (5.3), получим формулу Даламбера 

       1, .
2 2

x a t

x a t

x a t x a t
u x t y dy

a
 






  
                       (5.13) 

Рассмотрим  задачу о свободных колебаниях полубесконечной однородной 
струны  0,x  . В ней  появляется граничная точка 0x  , граничное условие 
(ГУ) при 0x   и задача принимает вид: 
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 
   

2

0 0 ,

, 0, , 0,

,

ГУ при 0.

t t x x

t t t

u a u x t

u x u x

x

  

    
  
 

                                            (5.14) 

Эту задачу сводят к задаче (5.9), продолжив функции  x  и  x  на всю чис-
ловую ось так, чтобы при 0x   выполнялось граничное условие. Поясним это 
на примере двух типов граничных условий. 

1). Граничное условие имеет вид 0 0xu    (конец закреплен). 
Тогда следует продолжить функции  x ,  x  на всю числовую ось нечетным 
образом до функций  1 x ,  1 x и записать решение по формуле Даламбера: 

       1 1
1

1,
2 2

x a t

x a t

x a t x a t
u x t y dy

a
 






  
   . 

Это решение удовлетворяет дифференциальному уравнению и начальным усло-
виям для  ,x   , а значит, и для  0,x  . Проверим граничное условие: 

так как      0
1 1

1
1

2 2

at

x
a t

a t a t
u y dy

a
 







  
   , а из нечетности функций  1 x , 

 1 x  следует, что      1 1 1, 0
a t

a t

a t a t y dy  




     , то получаем 0 0xu   , т.е. 

граничное условие выполнено. 
2). Граничное условие имеет вид 0 0x xu    (конец свободен). 

Тогда следует продолжить функции  x ,  x  на всю числовую ось четным 
образом до функций  1 x ,  1 x и записать решение по формуле Даламбера: 

       1 1
1

1,
2 2

x a t

x a t

x a t x a t
u x t y dy

a
 






  
   . 

Это решение удовлетворяет дифференциальному уравнению и начальным условиям. 

Проверим граничное условие: так как         
0

1 1 1 1
2 2x x

a t a t a t a t
u

a
   


     

  , 

а из нечетности функции  1 x   и четности функции  1 x  следует, что 
   1 1 ,a t a t          1 1a t a t    , то получаем 0 0x xu   , т.е. граничное усло-

вие выполнено. 

5.3. Распространение тепла в бесконечном и  
полубесконечном стержне. Функция Грина 

Рассмотрим задачу распространения тепла в бесконечном стержне с тепло-
изолированной боковой поверхностью и при отсутствии источников тепла: 

 
 

2

0

, , , 0,

.
t x x

t

u a u x t

u x

     



                                            (5.15) 
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Применим преобразование Фурье по переменной x  к задаче (5.15) по схеме, 
описанной выше.  

1). Перейдем в задаче (5.15) к Фурье-образам: 

 
 

2

0

,

.

t xx

t

F u a F u

F u F x

     


       
                                      (5.16) 

Фурье-образы функций  ,u x t ,  x обозначим соответственно через  ,U w t , 
 Φ w . По свойству (5.4) и определению (5.1) получим: 

         2 2 , ,xxF u iw F u iw U w t   

       1 1, , , ,
2 2t t t

i wx i wxF u x t u x t e dx u x t e dx U w t
t 

 
 

 


       

 
  . 

Тогда задача (5.16) примет вид: 
 
 

22

0

,

.
t

t

U a iw U

U w

 


 
                                           (5.17) 

В задаче (5.17) имеем обыкновенное дифференциальное уравнение, в то время, 
как в исходной задаче (5.15) – уравнение в частных производных. 

2). Решим задачу (5.17) для Фурье-образа  ,U w t . 
Для этого в уравнении разделим переменные, проинтегрируем, найдем общее 
решение, а затем частное решение, используя начальное условие:  

 

   

2 2

2 2

2 2 2

0

ln ln ,

.

a w t

a w t
t

dU aw d t U a w t C U C e
U

U C w U w e






        

     
 

3). По Фурье-образу  ,U w t восстановим исходную функцию  ,u x t .  
Для этого запишем Фурье-образ в виде   

   
2 21, 2

2
a w tU w t w e


    .                                      (5.18) 

Здесь функция  ,U w t  есть Фурье-образ функции  ,u x t , функция  w  есть 

Фурье-образ функции  x , а функция 
2 21

2
a w te


  есть Фурье-образ некоторой 

функции  ,G x t . Поэтому  равенство (5.18) можно записать в виде 

     , 2 ,F u x t F x F G x t             . 

Тогда из свойства  (5.8) о Фурье-образе свертки следует, что 

         , , ,u x t x G x t s G x s t ds 




    .                      (5.19) 

Осталось найти функцию  ,G x t  по ее Фурье-образу 
2 21

2
a w te


 . Это можно сде-

лать с помощью обратного преобразования Фурье: 
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     2 22 21
2

1 1 1, , .
22 2

a w t iwxa w ti wx i wxG x t F G x t e dw e dwe e dw
   

  

  





            

Выделив в показателе степени полный квадрат (подробные выкладки опустим) 

и, учитывая, что 2se ds 






 , получим   функцию  
2

2
1, exp

2 4
xG x t

a t a t

 
  

 
, ко-

торую называют функцией Грина.  
Итак, решение  ,u x t  задачи (5.15) о распространении тепла в бесконеч-

ном стержне записывается по формуле (5.19) через свертку    ,x G x t   
начальной функции  x  и функции Грина  ,G x t : 

           
2

2
1, , , , где , exp .

2 4
xu x t x G x t s G x s t ds G x t

a t a t
 







 
      

 
     (5.20) 

Аналогично (выкладки опустим) записывается решение задачи распростране-
ния тепла в бесконечном стержне с теплоизолированной боковой поверхностью  
при наличии источников тепла: 

   
 

2

0

, , , , 0,

.
t x x

t

u a u f x t x t

u x

      



                                   (5.21) 

В решении этой задачи к свертке функции  x  и функции Грина  ,G x t  добав-
ляется двойная свертка    , ,f x t G x t  функции  ,f x t  и функции Грина  ,G x t : 

                 
0

, , , , , , , .
t

u x t x G x t f x t G x t s G x s t ds d f s G x s t ds    
 

 

          
 

В задаче о распространения тепла в полубесконечном стержне  0,x   по-
является граничная точка 0x   и граничное условие (ГУ) при 0x  : 

   
 

2

0

, , 0, , 0,

,

ГУ при 0.

t x x

t

u a u f x t x t

u x

x



     
 
 

                      (5.22) 

Как и для бесконечного промежутка  ,x    решение этой задачи можно за-
писать с помощью функции Грина  ,G x t : 

                 
0 0 0

, , , , , , , ,
t

u x t x G x t f x t G x t s G x s t ds d f s G x s t ds    
 

               

где функция  ,G x t  определяется через функцию Грина  
2

2
1, exp

2 4
xG x t

a t a t

 
  

 
 

задачи (5.15) следующим образом: 
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а) если граничное условие имеет вид 0 0xu   , то 
     0 0 0, , , ;G x x t G x x t G x x t      

б) если граничное условие имеет вид 0 0x xu   , то 
     0 0 0, , , ;G x x t G x x t G x x t      

в) если граничное условие имеет вид  0xu g t  , то с помощью замены  
     , ,u x t g t v x t   этот случай сводится к случаю а). 

Замечания 
1. Если в задаче (5.21) функция  ,f x t  не зависит от x , то удобнее не прибе-

гать к двойной свертке, а искать решение в виде u v w  , где      , ,v x t x G x t  , а 

w  не зависит от x  и является решением задачи 
 

0

,

0.
t

t

w f t

w 





 

2. Если в задаче (5.21) функции    , ,f x t x  содержат sin x  (или cos x ), то 
удобно  ,u x t  искать в виде    , sinu x t g t x  (или    , cosu x t g t x ). 

3. Иногда при решении задач (5.15), (5.21), (5.22) удобнее не прибегать к 
сверткам, а непосредственно применить интегральное преобразование Фурье 
или Лапласа. 
    Примеры на применение метода интегральных преобразований подробно 
рассмотрены в [17]. 

6. Вариационное исчисление 
Вариационные задачи – это задачи исследования функционала  F y  на 

экстремум (максимум или минимум) на линейном нормированном простран-
стве Y . Для исследования функционала на экстремум нам понадобятся следу-
ющие понятия. 

6.1. Основные понятия 
1). Функционал – это оператор, действующий из некоторого пространства Y  в 1R , 
т.е. значениями функционала являются числа. 
2). Приращением функционала  F y  в точке y , соответствующим прираще-
нию h  аргумента y , называют разность  

     , .F y h F y h F y     
3). Если приращение функционала  ,F y h  представимо в виде 

     , ,F y h L y h o h   , 
где  ,L y h  есть линейный относительно h  функционал, то функционал  F y  
называют дифференцируемым в точке y , а его линейную часть  ,L y h  называ-
ют вариацией функционала  F y  в точке y  и обозначают  ,F y h . 
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4). Функционал  F y  достигает в точке 0y  максимума, если 
   0F y F y   или       0 0 0F y F y F y     

для всех точек y , близких к точке 0y  по норме пространства Y . 
5). Функционал  F y  достигает в точке 0y  минимума, если 

   0F y F y   или       0 0 0F y F y F y     
для всех точек y , близких к точке 0y  по норме пространства Y . 

Формула для вычисления вариации 
Пусть  F y  есть дифференцируемый функционал. Тогда его первую вариацию 

 ,F y h  можно вычислить по формуле 

    0
,

t

dF y h F y t h
d t




  .                                  (6.1) 

Действительно, при фиксированных ,y h  функционал  F y t h  является числовой 
функцией переменной t . Вычислим производную этой функции при 0t  , учиты-
вая, что для дифференцируемого функционала 

         ,F y h F y h F y L h o h      , где  L h линейный функционал. 
Поэтому 

         

       

0 0 0

0 0

lim lim
0

lim lim 0 , .

t t t

t t

L t h o t hF y t h F yd F y t h
d t t t

o t ht L h
h L h h F y h

t t h


  

 

 
   



      

 

Необходимое условие экстремума 
Теорема. Пусть дифференцируемый функционал  F y . Определенный 

на пространстве Y ,  достигает экстремума  в точке 0y . Тогда 

 0, 0 для .F y h y Y                                       (6.2)   

Доказательство. Пусть  F y  достигает, например, максимума в точке 0y . Тогда 
    0 0F y F y t h  .                                         (6.3)  

Введем функцию    0t F y t h   . При 0t   имеем    00 F y   и равенство (6.3) 
примет вид    0 t  . Отсюда следует, что числовая функция  t  имеет мак-
симум при 0t  . Тогда по необходимому признаку экстремума для числовой 
функции   0

0
t

d t
d t 

  . Отсюда следует, что 

     0 00 0, 0
t t

d dF y h F y t h t
d t d t


 

     . 

Далее мы ограничимся рассмотрением функционалов интегрального вида  

          , , ,..., , 1
b

k

a

F y f x y x y x y x dx k   

для разных типов таких функционалов.  
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6.2. Экстремум функционала       , ,
b

a

F y f x y x y x dx   

Экстремум такого функционала будем искать среди дифференцируемых 
функций  y x , удовлетворяющих граничным условиям     ,y a A y b B     (за-
дача с закрепленными концами). Отметим ряд моментов. 
1). Приращение  h x  обращается в нуль при ,x a x b  : 

     
     

0

0

0,

0.

h a y a y a A A

h b y b y b B B

    

    
                               (6.4) 

2). Пусть  f x  непрерывная функция. Если для любой непрерывной функции  h x  

    0
b

a

f x h x dx  , то   0f x   на  ,a b .                          (6.5) 

Это утверждение называют основной леммой. Докажем его от противного. 
Предположим, что   0f x   (например   0f x  ) в некоторой точке 0x  из  ,a b . 
Тогда в силу непрерывности   0f x   и в некоторой окрестности  1 2,x x  точки 0x . 
Для непрерывной функции  h x  такой, что   0h x   на  1 2,x x  и   0h x   вне 
 1 2,x x  имеем:  

       
2

1 0 0

0
xb

a x

f x h x dx f x h x dx
 

     , 

что противоречит условию леммы и завершает доказательство от противного. 
3). Чтобы воспользоваться необходимым условием экстремума  0 , 0F y h  , 

вычислим вариацию функционала по формуле (6.1): 

       0 0
, , , .

t t

b b

y y
a a

d dF y h F y t h f x y t h y t h dx f h f h dx
d t d t


                 

Применяя к интегралу от второго слагаемого метод интегрирования по частям, 
получим: 

   

         

0

,

.

b b

y y
a a u dv

b b b

y y y y y
a a a

b

a

F y h f hdx f h dx

d df hdx f h x f h x dx f f h x dx
dx dx

 

  



      

             

 

  


 

По основной лемме из того, что      , 0
b

y y
a

dF y h f f h x dx
dx

 
       , следует 

  0y y
df f
dx    . 

Это уравнение называют уравнением Эйлера. Итак, мы получаем следующую 
схему решения.   



 73

Схема исследования функционала       , ,
b

a

F y f x y x y x dx    на экстремум  

1) записать уравнение Эйлера 

  0y y
df f
dx    ,                                             (6.6) 

2) найти его решение  0y x (его называют экстремалью), удовлетворяющее гра-
ничным условиям; 
3) исследовать знак приращения функционала  0 ,F y h , учитывая, что его ли-
нейная относительно h  часть (вариация) равна нулю; при этом  

если  0 , 0F y h  , то 0y  – точка максимума функционала; 
если  0 , 0F y h  , то 0y  – точка минимума функционала. 

Частные случаи уравнения Эйлера 

1. Если функция  , ,f x y y  не содержит явно y , то 0yf    и из уравнения Эйлера 

следует, что   0y y
d f f C
dx        

.yf const                                                             (6.7) 

2. Если функция  , ,f x y y  не содержит явно x , то умножив уравнение Эйлера 

 y y
df f
dx   =0 на y  и добавляя и вычитая слагаемое yy f   , получим: 

   
 

 
 

 
,

0 0 0

y

y y y y y y y

d f y y d y fdx
dx

d d dy f y f y f y f y f y f f y f
dx dx dx



    


 

                        
  

 

.yf y f const                                                 (6.8) 

Пример 6.1. Исследовать на экстремум функционал    
0

2

1

12F y x y y dx


  , 

если    1 1, 0 0.y y    

Решение. Здесь   2, , 12f x y y x y y    и уравнение Эйлера   0y y
df f
dx     примет вид 

  2 312 2 0 12 2 0 6 6 3 .dx y x y y x y x dx x c y x c x d
dx

                      
Из граничных условий найдем коэффициенты , :c d  

 
 

3

3

0 0 0, ,

1 1 1 1 0, .

y d y x cx

y c c y x

     

        
 

Исследуем полученную экстремаль 3y x   по знаку приращения функционала: 
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            

     

0 0
2 2

1 1
0 0 0

2 2 2 2

1 1 1

, 12 12

12 12 2 12 12 2 .

F y h F y h F y x y h y h dx x y y dx

xy xh y y h h xy y dx xh y h dx h dx

 

  

           

                  

 

  
 

Первый интеграл  
0

1

12 2xh y h dx


   линеен относительно h , т.е. является вариа-

цией функционала и, значит, на экстремали равен нулю. Поэтому 

 
0

2

1

, 0F y h h dx


    . 

Следовательно, функционал достигает максимума на экстремали 3y x  . 

Пример 6.2. Определить форму твердого тела, движущегося в потоке газа 
с наименьшим сопротивлением.  
Решение. Для простоты рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси ox  
кривой    , 0,y y x x l  . Можно показать [10, гл 2, § 4, пример 12], что сила со-

противления 2 3

0

4
l

F v y y dx   , где   плотность газа, v скорость газа относи-

тельно тела. Необходимо исследовать функционал F  на минимум при условии, 
что    0 0,y y l R  . 

Так как подынтегральная функция 3f y y  не содержит явно x , то из урав-
нения Эйлера следует  

3 2 33 .
2y
cf y f c y y y y y c y y              

Для удобства запишем константу 
2
c

  в виде 3
1c . Тогда  

3 3 4/33 3
1 1 1 1 2

3 .
4

y y c y y c y dy c dx y c x c          

Из условия  0 0y   следует 3/4
2 30,c y c x  . Из другого условия  y l R  следует 

 3/43/4 3/4
3 3 / / .R c l c R l y R x l      

Таким образом, кривая, при которой сопротивление тела минимально, является 
параболой степени ¾. 

6.3. Экстремум функционала    1 1 1,..., , ,..., , ,...,
b

n n n
a

F y y f x y y y y dx    

 Экстремум такого функционала будем искать среди дифференцируемых 
функций    1 ,..., ny x y x , удовлетворяющих граничным условиям   ,k ky a A  

 k ky b B   1,2,...,k n .  
Пусть    0 0

1 ,..., ny x y x  доставляют минимум функционалу  1,..., nF y y . Тогда 
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   0 0
1 1,..., ,...,n nF y y F y y , в частности,  

 
 

 0 11

0 0 0 0 0
1 2 1 2, ..., , ..., .n n

yy

F y y y F y y y




 

 

Последнее неравенство    0
1 1y y   означает, что вспомогательный функцио-

нал  1y , зависящий от одной функции, имеет минимум в точке 0
1y  и поэтому 

1y удовлетворяет уравнению Эйлера:   1 1
0.y y

df f
dx     Аналогично, 2 ,..., ny y  удо-

влетворяют аналогичным уравнениям 

0
k k

f d f
y dx y

 
    

      1,2,...,k n . 

Итак, мы получаем следующую схему решения.   

Схема исследования функционала  

   1 1 1,..., , ,..., , ,...,
b

n n n
a

F y y f x y y y y dx     на экстремум  

1) записать систему уравнений Эйлера 

0
k k

f d f
y dx y

 
    

      1,2,...,k n                              (6.9) 

2) найти решения системы (экстремали), удовлетворяющие граничным условиям; 
3) исследовать знак приращения функционала  1 1,..., , ,...,n nF y y h h , учитывая, что 
его линейная относительно 1,..., nh h  часть (вариация) равна нулю. 

6.4. Экстремум функционала           , , ,...,
b

n

a

F y f x y x y x y x dx   

Экстремум такого функционала будем искать среди n  раз дифференцируе-
мых функций  y x , удовлетворяющих граничным условиям     ,k

ky a A  
   k

ky b B    0,1,..., 1k n  . Отметим ряд моментов. 
1). Приращение  h x  и его производные обращаются в нуль при ,x a x b  : 

           
           

0

0

0,

0

kk k
k k

kk k
k k

h a y a y a A A

h b y b y b B B

    

    
      0,1,..., 1k n  .       (6.10) 

2). Чтобы воспользоваться необходимым условием экстремума  0 , 0F y h  , 
вычислим вариацию функционала по формуле (6.1); для сокращения выкладок 
ограничимся случаем 2n  : 

       0 0
, , , , .

t t

b b

y y y
a a

d dF y h F y t h f x y t h y t h y t h dx f h f h f h dx
d t d t


                       

Применяя к интегралу от второго слагаемого метод интегрирования по частям 
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один раз, а к интегралу от третьего слагаемого метод интегрирования по частям 
два раза, получим:  

           

0

;
b b b

y y y y
a a au dv

b

a
d df h dx f h x f h x dx f h x dx
dx dx   



           


 

               
2

2

0 0

;
b b b

y y y y y
a a au dv dvu

b b

a a
d d df h dx f h x f h x dx f h x f h x dx
dx dx dx    

 

                 
 

                 
2 2

2 2, .
b b b b

y y y y y y
a a a a

d d d dF y h f h x dx f h x dx f h x dx f f f h x dx
dx dxdx dx

    
 

             
 

   
 

По основной лемме из того, что        
2

2, 0
b

y y y
a

d dF y h f f f h x dx
dx dx

  
 

      
 
  для 

любой непрерывной функции  h x , следует 

   
2

2y y y
d df f f
dx dx     . 

Это уравнение называют уравнением Эйлера-Пуассона. Мы его вывели для 
случая 2n  . Аналогичный вид имеет это уравнение для любого n . Итак, мы 
получаем следующую схему решения.   

Схема исследования функционала     , , ,...
b

n

a

F y f x y y y dx    на экстремум  

1) записать уравнение Эйлера-Пуассона 

        2

2 ... 1 0.n

n
n

y y y n y

d d df f f f
dx dx dx                                  (6.11) 

2) найти его решение  0y x  (экстремаль), удовлетворяющее граничным условиям; 

3) исследовать знак приращения функционала  0 ,F y h , учитывая, что его ли-
нейная относительно h  часть (вариация) равна нулю. 

6.5. Условный экстремум 

 Рассмотрим вариационную задачу на экстремум функционала 

   1 1, ,..., , ,...,
b

n n
a

F y f x y y y y dx    среди дифференцируемых функций    1 ,..., ny x y x , 

удовлетворяющих граничным условиям   ,k ky a A   k ky b B   1,2,...,k n . Пред-
полагая дополнительно, что функции    1 ,..., ny x y x  удовлетворяют k  условиям 
(уравнениям связи), получим задачу на условный экстремум функционала. Рас-
смотрим уравнения связи трех видов: 

1) связи конечные    1, ,..., 0 1,2,..., , ;ns x y y s k k n     
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2) связи дифференциальные    1 1, ,..., , ,..., 0 1,2,..., , ;n ns x y y y y s k k n       

3) связи интегральные     1 1, ,..., , ,..., 1,2,..., , .
b

n n
a

s sx y y y y c s k k n       

Схема решения 

Для исследования функционала    1 1, ,..., , ,...,
b

n n
a

F y f x y y y y dx    на экстремум 

при наличии k  уравнений связи (конечных или дифференциальных или инте-
гральных) следует: 
1) записать вспомогательный функционал Лагранжа 

   1 1
1

, ,..., , ,...,
b k

n n s s
sa

Ф y f x y y y y dx 


 
   

 
 , 

где s  множители Лагранжа (они являются константами в случае интеграль-
ных связей и функциями от x  в случае конечных и дифференциальных связей); 
2) записать систему уравнений Эйлера (6.9) для функционала Лагранжа; 
3) найти решения этой системы, удовлетворяющие граничным условиям и 
уравнениям связи; 
4) исследовать полученные решения из смысла задачи или знака приращения 
функционала Ф . 

Пример 6.3. Определить форму, которую принимает в поле тяжести абсо-
лютно гибкая нить длиной L , подвешенная за оба конца. 
Решение. Нить провиснет так, что ее потенциальная энергия будет минималь-
ной. Потенциальная энергия вычисляется с помощью интеграла 

 
2

1

21
x

l x

F y yg dl g y y dx      , 

где l кривая с уравнением  y y x ,    1 1 2 2, , ,x y x y  конечные точки нити, 
g  ускорение силы тяжести,  плотность распределения массы. Требуется 
 найти минимум функционала  F y  при условии, что длина линии равна L , т.е.  

2

1

21
x

x

y dx L  . 

Имеем задачу на условный экстремум функционала при наличии интегральной 
связи. Для решения задачи запишем вспомогательный функционал Лагранжа 

 
2 2

1 1

2 2 21 1 1
x x

x x

Ф g y y y dx g y y dx                , 

где   есть константа, а не функция, так как связь интегральная. Для этого функ-
ционала   21f g y y      и не содержит x . Поэтому можно воспользоваться 
уравнением Эйлера в виде (6.3): 
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  2 2
2

1 1 .
1

y
yf y f c g y y y c g y c y

y
   

                 
  

 

Удобно сделать замену shy t  . Тогда  
ch shch , .c t c tg y c t y dy d t
g g

 
 

  
       

С учетом этого из равенства shy t   следует 

 1 1
shsh .

sh sh
dy dy c t c c t gt dx d t d t x c t x c
dx t t g g g c


  


          


. 

Тогда 

 1chch .

gc x cc t cy y
g g

 
 

   
    

Полученная экстремаль является цепной линией. Константы 1, ,c c   можно 
найти из условия закрепленности концов    1 1 2 2,y x y y x y   и уравнения связи 

2

1

21
x

x

y dx L  . 



 79

 

7. Справочные сведения 
7.1. Многочлены Лежандра и Чебышева 

Название полиномов Лежандра Чебышева 

Обозначение    , 1;1nP x x      , 1;1nT x x   

Вес ортогональности 1   2
1

1 x
 


 

Оператор, для ко-
торого полином 

является собствен-
ной функцией 

    2 21 1 2Lu x u x u xu           2 2 21 1 1Lu x x u x u xu


       

 

Соответствующие 
собственные значения 

 1n n n     2
n n    

Формула 
Родрига 

   21 1
2 !

nn
n n n

dP x x
n dx

       
   

1
22 22 !

1 12 !

n nn
n n

n dT x x xn dx


    

Производящая 
функция 

 
2

0

1 , 1
1 2

n
n

n
P x t t

x t t




 

 


 
 2

0

1 , 1
1 2

n
n

n

x t T x t t
x t t





  
    

Квадрат нормы   2 2
2 1nP x n        2 2

00 ,2nT x n T x     

Рекуррентные  
соотношения 

     1 1
2 1 ,1 1n n n
n nP x xP x P xn n 
  

       1 12 1 n n nn P x P x P x 
     

     
       

1 1

1 1

2 ,

2 2
n n n

n n n n

T x xT x T x

T x T x xT x T x
 

 

 
    

 

Первые  
многочлены 

 
 
   

0
1

2
2

1
2

1

3 1

P x
P x x
P x x



 

 
 
 
 

0
1

2
2

1

2 1

T x
T x x
T x x



 

 

Значения в некото-
рых точках 

     
 

     
 

2 1

2

1 1, 1 1 ,
0 0,

2 1 !!
0 1 2 !!

n
n n

n

n
n

P P
P

nP n



   



 

      
     2 1 2

1 1, 1 1 ,

0 0, 0 1

n
n n

n
n n

T T

T T

   

  
 

7.2. Многочлены Эрмита и Лагерра 
Название многочлена Эрмита Лагерра 

Обозначение    , ;nH x x           0; , 0,n n nL x L x L x x     

Вес ортогональности 2xe   xe x   
Собственные функции 

оператора  2 2
2x xLu e e u u xu 

       1Lu xu x u      

Собственные  значения 2n n    n n    
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Формула 
Родрига    2 2

( 1)
nn x x

n n
dH x e e
dx

      1
!

nx n x
n n

dL x x e x en dx
      

Производящая  
функция  

2 2

0
!

nt t x
n

n

te H x n


 


  

 

 
 

/ 1
1

01

t x t n
n

n

e L x t
t












  

Квадрат нормы   2 2 !n
nH x n      2 1

!n
nL x n

   
  

Рекуррентные  
соотношения 

     
   

1 1

1

2 2 ,
2

n n n

n n

H x x H x n H x
n H x H x

 



 


 

 
       
   

1

1
1
1

2 1
( 1)

,

( ) ( 1)

n

n n

n n

n x n
n L x

L x L x

L x L x n



 

 

 






     
 

   

 

Первые многочлены    
 

0 1
2

2

1, 2 ,
4 2

H x H x x
H x x

 
 

 
   

    
0 1

2
2

1, 1 ,
2 1

( ) 22 2

L x L x x
xL x x

 




 



   
 

   
 

Значения в некоторых 
точках 

 
   
2 1

2

0 0,
2 !

0 ( 1) !

n
n

n

H
nH n

 

 
  0 1nL   

7.3. Функции Лежандра и Эрмита 
Название функций Лежандра Эрмита 

Обозначение    , 1;1k
nP x x      , ,n x x     

Вес ортогональности 1   1   

Квадрат нормы    
 

2 !2
2 1 !

k
n

n kP x n n k


  
   2 1n x   

Собственные функ-
ции оператора   22

21 2
1
k uLu x u xu

x
    


  21Lu u x u    

Соответствующие 
собственные  значения 

 1n n n     2n n    

Рекуррентные 
соотношения 

       
   

1

1

2 1 1
0

k k
n n
k

n

n xP x n k P x
k n P x





    
  

  
   
1

1

1
2

n

n n

n x
x x n x





  
   

 

Явное выражение      
/ 221

k kk
n nk

dP x x P x
dx

      2 / 2x n
n

n

H xx e
H

   

Частные случаи 
     
   

   

0

1 2 1 2
1 2

2 2
2

, ( ) 0 ,
1 , 3 1 ,

3 1

k
n n nP x P x P x k n

P x x P x x x
P x x

  

   
 

  
 

2

2

/2 1/4
0

/2 1/4
1

,
2

x

x
x e

x x e




 

 
 

 
 

7.4. Функции Бесселя 

Название Функции Бесселя  Модифицированные функции 
Бесселя 

Обозначение  ( ), 0;pJ x x l        1 , 0;p ppI x J i x x l
i

    

Вес ортого-
нальности  

x   x   
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Квадрат нормы  

2
( )pJ x 

   
2 2

2 2
2 2

1
2

p
p p

l J l J l
l

 


  
  
  

   
 

 
2

pI x 

   
2 2

2 2

2 2
1

2
l pI l I lp pl

 


  
    

    
 

Оператор, для 
которого функ-
ции являются 
собственными  

2

2
1 pLu u u ux x

     
2

2
1 pLu u u ux x

     

Соответствую-
щие собственные  

значения 
2    2    

Рекуррентные 
соотношения 

1

1

1 1

1 1

( ( )) ( ),

( ( )) ( ),

2 ( ) ( ) ( ),

2 ( ) ( ) ( )

p p
p p

p p
p p

p p p

p p p

x J x x J x

x J x x J x

p J x J x J x
x
J x J x J x



 


 

 

 

  

 

  

 

1

1

1 1

1 1

( ( )) ( ),

( ( )) ( ),

2 ( ) ( ) ( ),

2 ( ) ( ) ( )

p p
p p

p p
p p

p p p

p p p

x I x x I x

x I x x I x

p I x I x I x
x
I x I x I x



 


 

 

 

 

 

  

 

Явное  
выражение 

 2

0

( 1) / 2
( )

! ( 1)

n pn

p
n

x
J x

n p n








     2

0

/ 2
( )

! ( 1)

n p

p
n

x
I x

n p n






    

Частные  
случаи 

1
2

1
2

( ) ( 1) ( ),

2( ) sin ,

2( ) cos

n
n nJ x J x

J x x
x

J x x
x









 





 1
2

1
2

2( ) sh ,

2( ) ch

I x x
x

I x x
x









 

Корни уравнения   0 0J    и соответствующие значения функции  1J   

n  1 2 3 4 5 6 
n  2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711 

 1 nJ   0,5191 -0,3403 0,2715 -0,2325 0,2065 0,1877 
 

Корни уравнения     0 1 0J J        

  1  2  3  4  5  6  

0,0 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706 
0,01 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 13,3244 16,4712 
0,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,4718 
0,03 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,4731 
0,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,4743 
0,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,4755 
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0,10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 16,4767 
0,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,4797 
0,20 0,6170 3,8835 7,0440 10,1931 13,3387 16,4828 
0,30 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,4888 
0,40 08516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 16,4949 
0,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,5010 
0,60 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 13,3686 16,5070 
0,70 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 13,3761 16,5131 
0,80 1,1490 4,0325 7,1282 10,2519 13,3835 16,5191 
0,90 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 13,3910 16,5251 
1,0 1,2558 4,0795 7,1558 10,2710 13,3984 16,5312 
1,5 1,4569 4,1902 7,2223 10,3188 13,4353 16,5612 
2,0 1,5994 4,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,5910 
3,0 1,7887 4,4634 7,4103 10,4566 13,5434 16,6499 
4,0 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 13,6125 16,7073 
5,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 13,6786 16,7630 
6,0 2,0490 4,8033 7,7039 10,6964 13,7414 16,8168 
7,0 2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 13,8008 16,8684 
8,0 2,1286 4,9384 7,8464 10,8271 13,8566 16,9179 
9,0 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 13,9090 16,9650 

10,0 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,0099 
15,0 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 14,1576 17,2008 
20,0 2,2880 5,2568 8,2534 11,2677 14,2983 17,3442 
30,0 2,3261 5,3410 8,3771 11,4221 14,4221 17,5348 

Корни уравнения tg h
    

h  1  2  3  4  5  6  

0 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,2788 
0,1 1,6320 4,7335 7,8667 11,0047 14,1443 17,2845 
0,2 1,6887 4,7544 7,8794 11,0137 14,1513 17,2903 
0,3 1,7414 4,7751 7,8920 11,0228 14,1584 17,2961 
0,4 1,7906 4,7956 7,9046 11,0318 14,1654 17,3019 
0,5 1,8366 4,8158 7,9171 11,0409 14,1724 17,3076 
0,6 1,8798 4,8358 7,9295 11,0498 14,1795 17,3134 
0,7 1,9203 4,8556 7,9419 11,0588 14,1865 17,3192 
0,8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 17,3249 
0,9 1,9947 4,8943 7,9665 11,0767 14,2005 17,3306 
1,0 2,0288 4,9132 7,9787 11,0856 14,2075 17,3364 
1,5 2,1746 5,0037 8,0382 11,1296 14,2421 17,3649 
2,0 2,2889 5,0870 8,0965 11,1727 14,2764 17,3932 
3,0 2,4557 5,2329 8,2045 11,2560 14,3434 17,4490 
4,0 2,5704 5,3540 8,3029 11,3349 14,4080 17,5034 
5,0 2,6537 5,4544 8,3914 11,4086 14,4698 17,5562 
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6,0 2,7165 5,5378 8,4703 11,4773 14,5288 17,6072 
7,0 2,7654 5,6078 8,5406 11,5408 14,5847 17,6562 
8,0 2,8044 5,6069 8,6031 11,5994 14,6374 17,7032 
9,0 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532 14,0880 17,7481 

10,0 2,8628 5,7606 8,7083 11,7027 14,7335 17,7908 
15,0 2,9176 5,9080 8,8898 11,8959 14,9251 17,9742 
20,0 2,9930 5,9921 9,0019 12,0250 15,0625 18,1136 
30,0 3,0406 6,0831 9,1294 12,1807 15,2380 18,3018 
40,0 3,0651 6,1311 9,1986 12,2688 15,3417 18,4180 
50,0 3,0801 6,1606 9,2420 12,3247 15,4090 18,4953 

Значения функций Бесселя        0 1 0 1, , ,J x J x N x N x  

x   0J x   1J x   0N x   1N x  
0,0 1,0000 0,0000 -    
0,1 0,9975 0,0499 -1,534 -6,459 
0,2 0,9900 0,0995 -1,081 -3,324 
0,3 0,9776 0,1483 -0,8073 -2,293 
0,4 0,9604 0,1960 -0,6060 -1,781 
0,5 0,9385 0,2423 -0,4445 -1,471 
0,6 0,9120 0,2867 -0,3085 -1,260 
0,7 0,8812 0,3290 -0,1907 -1,103 
0,8 0,8463 0,3688 -0,0868 -0,9781 
0,9 0,8075 0,4059 +0,0056 -0,8781 
1,0 0,7652 0,4401 0,0883 -0,7812 
1,1 0,719,6 0,4709 0,1622 -0,6981 
1,2 0,6711 0,4983 0,2281 -0,6211 
1,3 0,6201 0,5220 0,2865 -0,5485 
1,4 0,5669 0,5419 0,3379 -0,4791 
1,5 0,5118 0,5579 0,3824 -0,4123 
1,6 0,4554 0,5699 0,4204 -0,3476 
1,7 0,3980 05778 0,4520 -0,2847 
1,8 0,3400 0,5815 0,4704 -0,2237 
1,9 0,2818 0,5812 0,4968 -0,1644 
2,0 0,2239 0,5767 0,5104 -0,1070 
2,1 0,1666 0,5683 0,5183 -0,0517 
2,2 0,1104 0,5560 0,5208 +0,0015 
2,3 0,0555 0,5399 0,5181 0,0523 
2,4 0,0025 0,5202 0,5104 0,1005 
2,5 -0,0484 0,4971 0,4981 0,1459 
2,6 -0,0968 0,4708 0,4812 0,1884 
2,7 -0,1424 0,4416 0,4605 0,2276 
2,8 -0,1850 0,4097 0,4359 0,2635 
2,9 -0,2243 0,3754 0,4079 0,2959 
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3,0 -0,2601 0,3391 0,3769 0,3247 
3,1 -2,2921 0,3009 0,3431 0,3496 
3,2 -0,3202 0,2612 0,3071 03707 
3,3 -0,3443 0,2207 0,2691 0,3879 
3,4 -0,3643 0,1792 0,2296 0,4010 
3,5 -0,3801 0,1374 0,1890 0,4102 
3,6 -0,3918 0,0955 0,1477 0,4154 
3,7 -0,2992 0,0538 0,1061 0,4167 
3,8 -0,4026 0,0128 0,0645 0,4141 
3,9 -0,4018 -0,0272 0,0234 0,4078 
4,0 -0,3971 -0,0660 -0,0169 0,3979 
4,1 -0,3887 -0,1033 -0,0561 0,3846 
4,2 -0,3766 -0,1386 -0,0938 0,3680 
4,3 -0,3610 -0,1719 -0,1296 0,3484 
4,4 -0,3423 -0,2028 -0,1633 0,3260 
4,5 -0,3205 -0,2311 -0,1947 0,3010 
4,6 -0,2961 -02566 -0,2235 0,2737 
4,7 -0,2693 -0,2791 -0,2494 0,2445 
4,8 -0,2404 -0,2985 -0,2723 0,2136 
4,9 -0,2097 -0,3147 -0,2921 0,1812 
5,0 -0,1776 -0,3276 -0,3085 0,1479 
5,1 -0,1443 -0,3371 -0,3216 0,1137 
5,2 -0,1103 -0,3432 -0,3313 0,0792 
5,3 -0,0758 -0,3460 -0,3374 0,0445 
5,4 -0,0412 -0,3453 -0,3402 0,0101 
5,5 -0,0068 -0,3414 -0,3395 -0,0238 
5,6 +0,0270 -0,3343 -0,3354 -0,0568 
5,7 0,0599 -0,3241 -0,3282 -0,0887 
5,8 0,0917 -0,3110 -0,3177 -0,1192 
5,9 0,1220 -0,2951 -0,3044 -0,1481 
6,0 0,1506 -0,2767 -0,2882 -0,1750 
6,1 0,1773 -0,2559 -0,2684 -0,1998 
6,2 0,2017 -0,2329 -,02483 -0,2223 
6,3 0,2238 -0,2081 -0,2251 -0,2422 
6,4 0,2433 -0,1816 -0,1999 -02596 
6,5 0,2601 -0,1538 -0,1732 -0,2741 
6,6 0,2740 -0,1250 -0,1452 -0,2857 
6,7 0,2851 -0,0953 -0,1162 -0,2945 
6,8 0,2931 -0,0652 -0,0864 -0,3002 
6,9 0,2981 -0,0349 -0,0563 -0,3029 
7,0 0,3001 -0,0047 -0,0259 -0,3027 
7,1 0,2991 +0,0252 +0,0042 -0,2995 
7,2 0,2951 0,0543 0,0339 -0,2934 
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7,3 0,2882 0,0826 0,0628 -0,2846 
7,4 0,2786 0,1096 0,0907 -0,2731 
7,5 0,2663 0,1352 0,1173 -0,2591 
7,6 0,2516 0,1592 0,1424 -0,2428 
7,7 0,2346 0,1813 0,1658 -0,2243 
7,8 0,2154 0,2014 0,1872 -0,2039 
7,9 0,1944 0,2192 02065 -0,1817 
8,0 0,1717 0,2346 0,2235 -0,1581 
8,1 0,1475 0,2476 0,2381 -0,1331 
8,2 0,1222 00,2580 0,2501 -0,1072 
8,3 0,0960 0,2657 0,2595 -0,0806 
8,4 0,0692 0,2708 0,2662 -0,0535 
8,5 0,0419 0,2731 0,2702 -0,0262 
8,6 0,0146 0,2728 02715 +0,0011 
8,7 -0,0125 0,2697 0,2700 0,0280 
8,8 -0,0392 0,2641 0,2659 0,0544 
8,9 -0,0653 0,2559 0,2592 0,0799 
9,0 -0,0903 0,2453 0,2499 0,1043 
9,1 0,1142 0,2324 0,2383 0,1275 
9,2 -0,1367 0,2174 0,2345 0,1491 
9,3 -0,1577 0,2004 0,2086 0,1691 
9,4 -0,1768 01816 0,1907 0,1871 
9,5 -0,1939 0,1613 0,1712 0,2032 
9,6 -0,2090 0,1395 0,1502 0,2171 
9,7 -0,2218 0,1166 0,1279 0,2287 
9,8 -0,2323 0,0928 0,1045 0,2379 
9,9 -0,2403 0,0684 0,0804 0,2447 

10,0 -0,2459 0,0435 0,0557 02490 
10,1 -0,2490 0,0184 0,0307 0,2508 
10,2 -0,2496 0,0066 0,0056 0,2502 
103 -0,2477 0,0313 -0,0193 0,2471 
10,4 -0,2434 -0,0555 -0,0437 0,2416 
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7.5. Оператор Лапласа в различных системах координат 
 

Оператор Лапласа u  в прямоугольной системе координат: 

2

2 2 2
2 2 x x y y z z
u u uu u u u

õ ó z
        
  

. 

Оператор Лапласа u  в полярной системе координат: 
2

2 2 2
1 1 1 1u uu u u u        

           
. 

Оператор Лапласа u  в цилиндрической системе координат: 
2 2

2 2 2 2
1 1 1 1

z z
u u uu u u u u

z         
               

 

Оператор Лапласа u  в сферической  системе координат: 

   
 

22
2 2 2

2 2 2

1 1 1 sinsinsin
2 1 1 sin .

sin sinr r r

u u uu rr rr

u u u ur r r  

   


 

                

    
 

7.6. Общее решение уравнения Лапласа 
в круговой области 

Общее решение уравнения Лапласа в круговой области имеет вид: 

     
1

, ln cos sink k k k
k k k k

k
u a b a b k c d k        


 



          . 
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